L'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld au niveau
  des points by Fargues, Laurent
ar
X
iv
:m
at
h/
06
04
06
3v
1 
 [m
ath
.N
T]
  4
 A
pr
 20
06
L’ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE
DRINFELD AU NIVEAU DES POINTS
par
Laurent Fargues
Re´sume´. — Dans cet article on construit l’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de
Drinfeld au niveau des points de ces espaces. Les points conside´re´s sont ceux intervenant dans la
the´orie des espaces analytiques de Berkovich.
Abstract. — In this article we construct the isomorphism between Lubin-Tate and Drinfeld towers
at the level of points. The points we consider are the one of the theory of analytic spaces in the sens
of Berkovich.
Introduction
Le but de cet article est de de´montrer l’existence de l’isomorphisme entre les tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld au niveau des points c’est a` dire de de´crire la bijection correspondante. Nous
nous inspirons bien suˆr de [4] (cependant l’auteur ne garantit pas que la bijection de´crite co¨ıncide
avec celle de [4] qu’il n’a pu comple`tement comprendre).
Cet isomorphisme n’est pas alge´brique : un Qp-point peut s’envoyer sur un Cp-point ne
provenant pas d’un Qp-point. C’est pourquoi nous devons travailler avec des points a` valeurs
dans de “gros corps” du type Cp. Par points nous entendons donc ceux intervenant par exemple
dans la the´orie des espaces analytiques de Berkovich : ce sont ceux a` valeurs dans un corps value´
complet pour une valuation de rang 1 extension de Qp.
La simplification par rapport a` la construction de l’isomorphisme dans le cas ge´ne´ral provient
de ce que l’on n’a pas a` introduire d’e´clatements admissibles ou de mode`les entiers particuliers des
espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld : si K|Qp est value´ complet pour une valuation de rang 1 les
points a` valeurs dans K de la tour de Lubin-Tate et de Drinfeld sont de´finis inde´pendamment du
mode`le entier. En particulier cet article est inde´pendant de la construction du sche´ma formel de
[6].
L’utilisation de corps value´s pour des valuations non-discre`tes a` corps re´siduel non force´ment
parfait introduit des proble`mes de the´orie de Hodge p-adique non disponibles dans la litte´rature.
Les re´sultats associe´s peuvent se de´duire de l’approche utilise´e dans [3]. Nous ne les de´montrons
pas dans cet article mais nous y consacrons un appendice dans lequel nous y exposons les re´sultats
auxquels on peut parvenir en utilisant les me´thodes de [3]. L’auteur y consacrera un article plus
ge´ne´ral ([8]).
L’un des autres proble`mes auquel on est confronte´ est le fait que l’on travaille avec des O-
modules formels, le cas usuel correspondant a` O = Zp. Pour y reme´dier on applique la the´orie des
O-extensions vectorielles universelles de´veloppe´e dans l’appendice B de [6]. Tre`s peu est ne´cessaire :
seules les sections un a` quatre de ce cet appendice sont utilise´es, nous n’utiliserons pas le fait que le
cristal alge`bre de Lie de la O-extension vectorielle universelle s’e´tend aux O-puissances π-divise´es.
qui est la partie de´licate de l’appendice B de [6]. L’utilisation de cette the´orie relative a` O rend
la re´daction des proble`mes relie´s purement formels. Seul le cas de l’utilisation des the´ore`mes de
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comparaison cristallins n’est pas re´dige´ dans ce cadre relatif : l’auteur n’a pas eu le courage de
de´velopper la the´orie des anneaux de Fontaine obtenus en remplac¸ant les vecteurs de Witt par les
vecteurs de Witt ramifie´s...
Dans cet article nous donnons deux descriptions diffe´rentes de l’isomorphisme. La premie`re
dans le chapitre 9 est la plus simple. La seconde dans le chapitre 12 est plus alambique´e mais
s’adapte mieux au cas relatif (on renvoie a` l’introduction du chapitre 12 pour plus de de´tails).
Avant de de´crire succinctement la bijection rappelons quelques faits sur les espaces de Lubin-
Tate et de Drinfeld associe´s a` F |Qp. Plac¸ons nous au niveau des points de ces espaces. Soit
D l’alge`bre a` division d’invariant 1n sur F . La tour de Lubin-Tate (LTK)K⊂GLn(OF ) est une
tour indexe´e par les sous-groupes ouverts K de GLn(OF ) munie d’une action “horizontale” de
D× (sur chaque e´le´ment de la tour) et verticale (par correspondances de Hecke) de GLn(F ).
Soit LT∞ = lim
←−
K
LTK (cela a bien un sens au niveau des points) qui est muni d’une action de
GLn(F )×D
×. Elle forme un pro-reveˆtement de groupe GLn(OF )
LT∞
K

GLn(OF )LTK

D×
::
LTGLn(OF )
∐
Z B˚
n−1
ou` LTGLn(OF ) est l’espace de Lubin-Tate sans niveau (une union disjointes de boules p-adiques
ouvertes de dimension n− 1 car on travaille en fait avec des espaces de Rapoport-Zink et non les
espaces de Lubin-Tate classiques) qui classifie des de´formations de groupes formels de dimension
1 et LTK est obtenu en trivialisant partiellement le module de Tate de la de´formation universelle
au dessus de LTGLn(OF ) (on force la monodromie sur le module de Tate a` vivre dans K).
On a donc LT∞/GLn(OF ) =
∐
Z B˚
n−1. Il y a de plus une application des pe´riodes de Hodge-De-
Rham LTK −→ P
n−1 donne´e par la filtration de Hodge du module filtre´ de´finissant la de´formation
et dont les fibres sont les orbites de Hecke. Et donc LT∞/GLn(F ) = P
n−1.
LT∞

GLn(OF )
GLn(F )
∐
Z B˚
n−1
Pe´riodes

Pn−1
D×
::
Il y a une description du meˆme type pour la tour de Drinfeld. L’espace de Drinfeld en niveau infini
Dr∞ est muni d’une action de GLn(F ) × D
×, l’action de GLn(F ) est “horizontale” sur chaque
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e´le´ment de la tour. Il y a un diagramme pour K ⊂ O×D un sous-groupe ouvert
Dr∞
K
D×

O×
D
DrK

GLn(F )
::
DrGLn(OF )
Pe´riodes

∐
Z Ω
Ω
GLn(F )
;;
L’application des pe´riodes de Hodge-De-Rham n’est rien d’autre que la projection de
∐
ZΩ sur
Ω, c’est a` dire le quotient par D×/O×D = Π
Z.
Les deux applications inverses l’une de l’autre entre LT∞ et Dr∞ sont construites en deux
e´tapes.
LT∞
Pe´riodes de
Hodge-De-Rham

//
''NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
NN
N
Dr∞
Pe´riodes de
Hodge-De-Rham
wwppp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
pp
oo
LT∞/GLn(F ) = P
n−1 Dr∞/D
× = Ω
On commence par construire une application de pe´riodes de Hodge-Tate d’un des espaces en niveau
infini vers l’espace des pe´riodes de Hodge-De-Rham de l’autre espace (les fle`ches diagonales dans
la figure pre´ce´dente). Les pe´riodes de Hodge-Tate sont donne´es par la rigidification du module de
Tate (le fait qu’on ai fixe´ une base de ce module au sommet de la tour) et la suite de Hodge-Tate,
contrairement aux pe´riodes de Hodge-De-Rham donne´es elles par la rigidification de la cohomologie
cristalline (l’isocristal du groupe p-divisible) et la filtration de Hodge. Puis on rele`ve la fle`che en
niveau infini en utilisant la the´orie de Messing qui permet de construire des e´le´ments dans le
module de Tate en les construisant modulo p.
Nous n’expliquerons pas d’avantage ce dernier point dans l’introduction, mais afin d’en donner
un avant-gouˆt citons le point clef suivant : soitK|Qp une extension value´e comple`te et H un groupe
p-divisible sur OK . Notons η¯ = Spec(K). Alors le module de Tate de H admet deux de´finitions :
l’une en fibre ge´ne´rique, la de´finition usuelle
Tp(H) = lim
←−
n
H [pn](K) = Hom(Qp/Zp, Hη¯)
l’autre modulo p
Tp(H) = { f ∈ Hom(Qp/Zp, H ⊗OK/pOK) | f∗(1) ∈ Fil Lie(E(H)) ⊗OK̂
}
ou` LieE(H) de´signe l’alge`bre de Lie de l’extension vectorielle universelle de H muni de sa
filtration de Hodge et f∗ : O
K̂
−→ LieE(H) ⊗ O
K̂
est le morphisme induit sur les cristaux de
Messing e´value´s sur l’e´paississement a` puissances divise´es O
K̂
։ OK/pOK . La de´monstration est
un jeu base´ sur ces deux aspects : fibre ge´ne´rique et modulo p. Les deux groupes p-divisibles sur
Fp que l’on de´forme pour de´finir les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld sont relie´s modulo p,
l’un est isoge´ne a` un produit d’un nombre fini de copies de l’autre, et l’on peut ainsi “transfe´rer”
des e´le´ments du module de Tate sur une des tours vers l’autre.
Une autre interpre´tation de cet isomorphisme est donne´e dans la section 10. On peut associer
a` un point de l’une des deux tours en niveau infini une matrice de pe´riodes dans Mn(B
+
cris). En
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effet, pour la tour de Lubin-Tate le the´ore`me de comparaison entre cohomologie cristalline et
cohomologie e´tale p-adique pour les groupes p-divisibles fournit une matrice de pe´riodes Xcris a`
coefficients dans B+cris une fois que l’on a fixe´ une base du module de Tate (la rigidification en
niveau infini) et une base du module de Dieudonne´ (la rigidification de´finissant la de´formation)
(B+cris)
n ∼−−→ Vp ⊗B
+
cris
∼
−−→ DLT ⊗B+cris
∼
←−− (B+cris)
n
Pour la tour de Drinfeld il y a un isomorphisme de D ⊗Qp B
+
cris-modules en niveau infini
D ⊗Qp B
+
cris
∼
−−→ Vp ⊗B
+
cris
∼
−−→ DDr ⊗B+cris
∼
←−− D ⊗Qp B
+
cris
utilisant la D-e´quivariance de l’isomorphisme des pe´riodes cristalline on en de´duit une matrice
Ycris ∈Mn(B
+
cris) comme pre´ce´demment.
L’isomorphisme entre les deux tours consiste alors a` prendre la transpose´ de ces matrices de
pe´riodes
Ycris =
tXcris
Si Xcris de´signe la matrice de pe´riodes sur LT∞ sa re´duction modulo l’ide´al d’augmentation
B+cris −→ OK̂
, X , est telle que les colonnes de X engendrent les pe´riodes de Hodge-De-Rham et
ses lignes les pe´riodes de Hodge-Tate !
LT∞
Pe´riodes
de Hodge-De-Rham

Pe´riodes
cristallines //
Pe´riodes
de Hodge-Tate
..
Mn(B
+
cris)

Dr∞
Transpose´ des pe´riodes
cristallinesoo
Pe´riodes
de Hodge-De-Rham

Pe´riodes
de Hodge-Tate
qq
Mn(K̂)
Im tX
wwnnn
nn
nn
nnn
nn
nnn
nn
Im X
''PP
PPP
PPP
PPP
PPP
PPP
PP
Pn−1 Ω
(les deux fleˆches Mn(K̂) −→ P
n−1 et Mn(K̂) −→ Ω ne sont de´finies que sur le sous-ensemble des
matrices de rang n− 1). Dans le diagramme pre´ce´dent l’image des deux fle`ches “Pe´riodes cristalli-
nes” sont les matrices Xcris ∈ Mn(B
+
cris) ve´rifiant une e´quation fonctionnelle “a` la Fontaine” du
type
XϕcrisΨ = pXcris
ou` Ψ ∈ GLn(W (Fp)[
1
p ]) est la matrice d’un Frobenius sur un certain isocristal, X
ϕ
cris est obtenue
en appliquant le Frobenius cristallin aux termes de la matrice et la re´duite via B+cris −→ K̂,
X ∈Mn(K̂) ve´rifie
rang(X) = n− 1
Pre´requis : La chapitre 3 fournit les rappels ne´cessaires concernant les espaces de Lubin-Tate
et de Drinfeld. Le seul pre´requis non rappele´ est la the´orie de la de´formation de Grothendieck-
Messing ([11]).
Avertissements : Dans tout l’article on supposera p 6= 2. Il est conseille´ au lecteur de supposer
en premie`re lecture que O = Zp.
Remerciement : L’auteur remercie Jean Franc¸ois Dat qui, a` partir d’une version pre´liminaire
de cet article, a donne´ un expose´ sur le sujet au groupe de travail de l’IHES au printemps 2004 et
ainsi sugge´re´ des ame´liorations.
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1. De´composition de Hodge-Tate des groupes p-divisibles dans le cas infiniment
ramifie´
Soit K|Qp un corps value´ complet pour une valuation a` valeurs dans R e´tendant celle de Qp.
Le the´ore`me suivant se de´duit du the´ore`me A.5 de l’appendice, lui meˆme de´montre´ dans [8].
The´ore`me 1.1 ([8]). — Soit G un groupe p-divisible sur OK . Il y a une de´composition de Hodge-
Tate : une suite de Gal(K|K)-modules continus
0 −→ ω∗G ⊗OK̂
(1) −→ Tp(G)⊗Zp OK̂
−→ ωGD ⊗OK̂
−→ 0
dont la cohomologie comme suite de O
K̂
-modules est annule´e par p
1
p−1 . Si OK0 ⊂ OK est un
anneau de Cohen il existe des morphismes OK0-line´aires Galois e´quivariantes des deux cote´s de
la suite exacte tels que compose´s avec les applications de droite et de gauche on obtienne la mul-
tiplication par un e´le´ment de valuation p-adique 1p−1 .
Bien suˆr la suite est de´finie sans recours a` la the´orie de Hodge p-adique, celle-ci ne sert que pour
de´montrer que la cohomologie de la suite est annule´e par tout e´le´ment de valuation supe´rieure ou
e´gale a` 1p−1 . Rappelons en effet que
αG : Tp(G) −→ ωGD ⊗OK̂
est de´fini de la fac¸on suivante : pour x ∈ Tp(G) = Hom(Qp/Zp, G/OK ) celui ci donne par dualite´
de Cartier un morphisme
xD : GD/O
K
−→ µp∞
sur Spec(OK), donc sur Spf(OK̂
). Il induit un morphisme
(xD)∗ : O
K̂
dT
T
−→ ωGD ⊗OK̂
et alors
αG(x) = (x
D)∗
dT
T
L’application ω∗G ⊗ OK̂
(1) −→ Tp(G) ⊗Zp OK̂
est de´finie par dualisation de αGD , c’est
tαGD (1)
apre`s identification de Tp(G
D) avec Tp(G)
∗(1).
Remarque 1.2. — Lorsque K|K0 est de degre´ fini il existe de telles quasi-sections OK-line´aires
telles que les compose´es donnent la multiplication par un e´le´ment de valuation 1p−1 + vp(DK/K0)
ou` D de´signe la diffe´rente. cf. [9]. Cela peut s’obtenir avec les me´thodes pre´ce´dentes en calculant
l’annulateur de t dans un gradue´ de Acris ⊗OK0 OK . Dans notre cas infiniment ramifie´ cette suite
exacte n’est en ge´ne´ral pas scinde´e apre`s inversion de p, il n’y a pas de de´composition de Hodge-
Tate ; l’obstruction provient de la Connexion de Gauss Manin et du fait que Ω1K/K0 6= 0 alors que
ce module est nul dans l’article [9]. Un tel the´ore`me ne peut s’obtenir par les me´thodes de [9] qui
sont purement “de Rham” : il faut utiliser les proprie´te´s cristallines de certains objets associe´s aux
groupe p-divisibles.
Remarque 1.3. — Si pour une extension K ′ de K contenue dans K l’action de Gal(K|K) sur
Tp(G) se factorise via Gal(K
′|K) il y a alors une de´composition de Hodge-Tate sur K ′ c’est a` dire
une suite
0 −→ ω∗G ⊗OK̂′(1) −→ Tp(G) ⊗Zp OK̂′ −→ ωGD ⊗OK̂′ −→ 0
dont la cohomologie est annule´e par tout e´le´ment de valuation ≥ 1p−1 . Cela re´sulte de ce que
la suite peut eˆtre de´finie sans recours a` la the´orie de Fontaine comme ci-dessus et que O
K̂
est
fide`lement plat sur O
K̂′
.
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Soit LieE(G) l’alge`bre de Lie de l’extension vectorielle universelle de G. Elle posse`de une
filtration donne´e par la partie vectorielle
0 −→ ωGD −→ LieE(G) −→ ω
∗
G −→ 0
Alors, l’application de Hodge-Tate αG se de´crit e´galement de la fac¸on suivante
Hom(Qp/Zp, G) // HomFiltre´ (LieE(Qp/Zp),LieE(G)) HomOK (OK , ωGD) // ωGD
f  // f(1)
puisque LieE(Qp/Zp) = Fil LieE(Qp/Zp) = OK .
1.1. De´composition de Hodge-Tate d’un O-module π-divisible. — On reprend les no-
tations de l’appendice B de [6]. On y note F une extension de degre´ fini de Qp et O = OF son
anneau des entiers.
Soit K comme dans les sections pre´ce´dentes et supposons que K|F . Soit G un O-module
π-divisible sur OK , c’est a` dire un groupe p-divisible muni d’une action de O induisant l’ac-
tion naturelle sur son alge`bre de Lie. Soit la suite exacte de Hodge-Tate de´finie dans la section
pre´ce´dente
0 −→ ω∗G ⊗ K̂ −→ Vp(G)⊗Qp K̂ −→ ωGD ⊗ K̂ −→ 0
Il s’agit d’une suite de O ⊗Zp OK-modules.
Rappelons ([6]) que l’on pose
ω˜GD = ωGD/I.LieE(G) ou` I = ker(O ⊗Zp OK ։ OK)
qui est la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle de G. Rappelons en effet que
si
0 −→ V (G) −→ E(G) −→ G −→ 0
est l’extension vectorielle universelle de G alors la O-extension vectorielle universelle est le pousse´
en avant par l’application V (G)։ V (G)/I.LieE(G) de cette extension.
Conside´rons le diagramme
0 // ω∗G ⊗ K̂
// Vp(G)⊗Qp K̂
//

ωGD ⊗ K̂
//

0
Vp(G)⊗F K̂
// ω˜GD ⊗ K̂
Proposition 1.4. — La suite
0 −→ ω∗G ⊗ K̂ −→ Vp(G)⊗F K̂ −→ ω˜GD ⊗ K̂ −→ 0
extraite du diagramme pre´ce´dent est exacte.
De´monstration. La surjectivite´ de l’application de droite est claire. De plus la compose´e des
deux applications est nulle. D’apre`s la remarque B.9 de l’appendice B de [6]
dimω∗G ⊗ K̂ + dim ω˜GD ⊗ K̂ = dimVp(G)⊗F K̂
Il suffit donc de montrer que l’application de gauche est injective c’est a` dire
ω∗G ⊗ K̂ ∩ I.Vp(G)⊗Qp K̂ = 0
Mais I[ 1p ] est un produit de corps, il existe donc e ∈ I[
1
p ] tel que e.I[
1
p ] = I[
1
p ]. Mais I[
1
p ].ω
∗
G⊗K̂ = 0,
d’ou` le re´sultat.
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Remarque 1.5. — Comme dans la section pre´ce´dente l’application HomO(F/OF , G) −→ ω˜GD
se de´finit de la fac¸on suivante en termes de la O-extension vectorielle universelle EO(G) : si
x : F/OF −→ GOK alors il induit un morphisme x∗ : OK −→ Lie(EO(G)) puisque OS/Σ le
faisceau structural du site cristallin s’identifie au cristal alge`bre de Lie de la O-extension vectorielle
universelle de F/OF .
2. Proprie´te´s particulie`res de l’application de Hodge-Tate pour les groupes
p-divisibles formels de dimension un
On reprend les notations de la section pre´ce´dente.
2.1. Les pe´riodes de Hodge-Tate vivent dans l’espace de Drinfeld. — Nous utiliserons
la proposition suivante afin de de´finir l’isomorphisme au niveau des points.
Proposition 2.1. — Soit G un groupe p-divisible sur OK . Conside´rons la suite de Hodge-Tate
de GD
0 −→ ω∗GD ⊗OK̂
(1) −→ Tp(G)
∗(1)⊗Zp OK̂
−→ ωG ⊗O
K̂
−→ 0
et plus particulie`rement l’application αGD : Tp(G)
∗(1) −→ ωG⊗O
K̂
. Si G est un groupe p-divisible
formel c’est a` dire si sa fibre spe´ciale Gk ne posse`de pas de partie e´tale alors l’application αGD
est injective.
De´monstration. Si x : Qp/Zp −→ G
D
/OK
et xD : G/OK −→ µp∞ alors, x = 0 ⇔ x
D = 0. De
plus, G e´tant formel xD = 0 ssi l’application tangente associe´e est nulle, d’ou` le re´sultat.
Corollaire 2.2. — Soit G un O-module π-divisible formel de dimension 1 sur OK . Notons Ω ⊂
P(Vp(G)
∗(1)) l’espace de Drinfeld au sens de Berkovich obtenu en enlevant les hyperplans F -
rationnels. Alors, avec les notations pre´ce´dentes
(Vp(G)
∗(1)⊗F K̂ ։ ωG ⊗ K̂) ∈ Ω(K̂)
2.2. Raffinement, d’apre`s Faltings. —
Remarque 2.3. — Soit G un groupe p-divisible sur Spf(OK) et
0 −→ ωGD −→ E(G) −→ G −→ 0
son extension vectorielle universelle sur Spf((OK). Alors, si
E(G)(O
K̂
) = lim
←−
n
E(G)(OK/p
nOK)
G(O
K̂
) = lim
←−
n
G(OK/p
nOK)
il y a une suite exacte
0 −→ ωGD ⊗OK̂
−→ E(G)(O
K̂
) −→ G(O
K̂
) −→ 0
Cela re´sulte aise´ment de la lissite´ des morphismes E(G) −→ G re´duits mod OK,≥λ pour tout
λ ∈ Q>0 et de la surjectivite´ sur k. Nous n’auront besoin de cela que pour Qp/Zp pour lequel les
points a` valeurs dans une Zp-alge`bre de E(Qp/Zp) sont (R ⊕Qp)/Zp, et cela est donc e´vident.
Lemme 2.4. — Soit G un groupe p-divisible sur OK . Notons
αG : Tp(G) −→ ωGD ⊗OK̂
l’application de Hodge-Tate. Soit x = (xn)n≥1 ∈ Tp(G) ou` xn ∈ G[p
n](OK). Soit k un entier
positif. Alors, αG(x) ∈ p
kωGD ⊗ OK̂
ssi xk se rele`ve en un point de p
k-torsion dans l’extension
vectorielle universelle de G i.e. un point de E(G)[pn](O
K̂
).
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De´monstration. Conside´rons le diagramme
0 // OK̂
//
×αG(x)

(O
K̂
⊕Qp)/Zp //
E(x)

Qp/Zp //
x

0
0 // ωGD ⊗OK̂
// E(G)(O
K̂
) // G(O
K̂
) // 0
L’e´le´ment xk ∈ G[p
k] se rele`ve en un e´le´ment x˜k = E(x)([(0, p
−k)]) ∈ E(G)(O
K̂
) et de plus
pkx˜k = αG(x)
Les rele`vements de xk a` E(G)(O
K̂
) formant un ωGD ⊗OK̂
-torseur le re´sultat s’en de´duit.
La proposition qui suit s’applique en particulier aux groupes p-divisibles formels de dimension
1 et est une le´ge`re ame´lioration d’un re´sultat de Faltings.
Proposition 2.5 (Faltings). — Soit G un groupe p-divisible formel sur OK . Conside´rons la
suite de Hodge-Tate de GD
0 −→ ω∗GD ⊗OK̂
(1) −→ Tp(G)
∗(1)⊗O
K̂
α
GD
⊗Id
−−−−−−→ ωG ⊗O
K̂
−→ 0
Supposons qu’il existe un groupe p-divisible isocline H sur k de hauteur h tel que Zph →֒ End(Hk¯)
et une isoge´nie ρ : H ⊗k OK/pOK −→ G⊗OK/pOK telle que p
nρ−1 soit une isoge´nie. Alors, si
on note pour M un “re´seau” et m ∈M δ(m) = sup{k | p−km ∈M} on a
∀x ∈ Tp(G)
∗(1) δ(x) ≤ δ(αGD (x)) ≤ δ(x) + n+ 1
De´monstration. Tout repose sur le lemme pre´ce´dent. On peut supposer k alge´briquement clos.
Soit H0 un rele`vement C.M. par Zph de H a` W (k).
Soit x ∈ Tp(G
D) \ pTp(G
D). Supposons que αGD(x) ∈ p
n+1ωG ⊗ O
K̂
. Le lemme pre´ce´dent
implique que xn+1 ∈ G
D[pn+1](OK) se rele`ve en un e´le´ment
x˜n+1 ∈ E(G
D)[pn+1](O
K̂
)
Il re´sulte de la nature cristalline de l’extension vectorielle universelle que ρD et (pnρ−1)D =
pn(ρD)−1 se rele`vent en des morphismes
E(HD0 )/OK
E(pn(ρD)−1) //
E(GD)
E(ρD)
oo
tels que E(ρD)E(pn(ρD)−1) = pn et E(pn(ρD)−1)E(ρD) = pn. Conside´rons l’e´le´ment y =
E(ρD)(x˜n+1) ∈ E(H
D
0 )[p
n+1](O
K̂
). Alors,
y 6= 0
car sinon on aurait
pnx˜n+1 = E(p
n(ρD)−1)(y) = 0
mais via E(GD) → GD, pnx˜n+1 7→ x1 ∈ G[p]
D ce qui est en contradiction avec x1 6= 1 puisque
x /∈ pTp(G
D).
Donc, ∃z ∈ E(HD0 )[p](OK̂
), z 6= 0. Soit w ∈ H0[p]
D(OK) son image. On a w 6= 0 car
ker(E(HD0 )[p](OK̂
) −→ H0[p]
D(O
K̂
)) = (ωH0 ⊗OK̂
)[p] = 0
Soit ι : Zph → End(H
D
0 ) l’action C.M. obtenue par dualisation de Cartier de l’action C.M. sur
H0. Le module de Tate Tp(H
D
0 ) est Zph -libre de rang 1. Donc, ι(Zph ).w = H0[p]
D(OK) qui est
dans l’image de E(HD0 )[p] → H
D
0 [p] puisque le morphisme E(H
D
0 ) → H
D
0 est Zph -e´quivariant.
Par application du lemme 2.4 on en de´duit que
αHD0 (Tp(H
D
0 )) ⊂ pωH0 ⊗OK̂
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ce qui est en contradiction avec le fait que le conoyau du morphisme de Hodge-Tate pour HD0 est
annule´ par un e´le´ment de valuation 1p−1 .
Interpre´tation : Dans les cas des groupes p-divisibles formels de dimension 1 la proposition
pre´ce´dent dit plus pre´cise´ment que si le point (G, ρ) est “a` distance ≤ n” du centre de l’espace de
Lubin-Tate alors ses pe´riodes de Hodge-Tate dans l’espace de Drinfeld sont “dans une boule de
rayon n+ 1” dans l’immeuble associe´ a` l’espace de Drinfeld.
2.3. Formule exacte. — Dans l’article [5] nous donnons une formule exacte plus pre´cise que
la proposition pre´ce´dente dans le cas des groupes formels de dimension 1 pour le point associe´
dans l’espace de Drinfeld (cf. corollaire 2.2). Soit |I| la re´alisation ge´ome´trique de l’immeuble de
Bruhat-Tits du groupe PGLn. Il y a une application s : Ω(K̂) −→ |I|. Cette formule exprime
l’image par s du point de Hodge-Tate en fonction de la filtration de ramification sur le module de
Tate du groupe p-divisible.
3. Notations concernant les espaces de Lubin-Tate et de Drinfeld
Nous reprenons les notations du premier chapitre de [6]. Rappelons que l’on note O = OF . On
note L =WO(Fq)Q et σ son Frobenius .
Soit H un O-module π-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur Fp qui est de´fini sur
Fq. On a donc H = H
(q). On note alors Π = Frobq ∈ End(H). Alors,
OD = OFn [Π]
∼
−−→ End(H)
ou` l’on pose
OFn =WO(Fqn)
PosonsG = Hn qui est un O-module π-divisible formel de dimension n et O-hauteur n2. Munissons
le d’une structure de OD-module formel spe´cial au sens de Drinfeld en posant
ι : OD −→ End(G) =Mn(OD)
tel que
∀x ∈ OFn ι(x) = diag(x, x
σ , . . . , xσ
n−1
)
et
ι(Π) = diag(Π, . . . ,Π)
et donc
∀x ∈ OD ι(x) = diag(x,ΠxΠ
−1, . . . ,Πn−1xΠ−(n−1))
Tous les indices de G sont critiques et comme e´le´ment de PGLn(F )\Ω̂(Fq) cela de´finit un point
dans l’intersection de n composantes irre´ductibles de la fibre spe´ciale. Il y a de plus une isoge´nie
de O-modules π-divisibles munis d’une action de OD
Id⊕Π⊕ · · · ⊕Πn−1 : Hn −→ G(1)
de degre´ q
1
2
n(n−1) ou` OD agit diagonalement sur H
n (qui n’est pas spe´cial). Il y a donc un
isomorphisme d’isocristaux munis d’une action de D
D(G)Q
∼
−−→ D(H)nQ
ou` les modules de Dieudonne´ sont les modules de Dieudonne´ covariants relatifs a` O (il s’agit de
l’e´valuation du cristal alge`bre de Lie de la O-extension vectorielle universelle sur OL ։ k, cf.
l’appendice B de [6]).
Convention : De´sormais on notera D le module de Dieudonne´ covariant relatif a` O d’un O-
module π-divisible note´ DO dans l’appendice B de [6] et par cristal de Messing on entendra le
cristal de Messing O-extension vectorielle universelle de´fini dans l’appendice B de [6].
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3.1. Modules de Dieudonne´. — Nous n’utiliserons pas cette sous-section plus tard.
Il y a une identification
D(H) = OD ⊗OFn OL
muni de ι : OD −→ End(H) tels que si V de´signe le Verschiebung
∀d⊗ λ ∈ D(H) V (d⊗ λ) = dΠ⊗ λσ
−1
∀d′ ∈ OD ι(d
′)(d⊗ λ) = d′d⊗ λ
Alors,
D(G) = OD ⊗OF OL
muni de son action de ι de OD et
∀d⊗ λ ∈ D(G) V (d⊗ λ) = dΠ⊗ λσ
−1
∀d′ ∈ OD ι(d
′)(d ⊗ λ) = d′d⊗ λ
De`s lors on a un isomorphisme de OL-modules
OD ⊗OF OL
∼
−−→
∏
k∈Z/nZ
OD ⊗OFn ,σk OL
d⊗ λ 7−→ (d⊗ λ)k∈Z/nZ
Et dans ces coordonne´es l’identification D(H)n = D(G) est donne´e par
(OD ⊗OFn OL)
n −→
∏
k∈Z/nZ
OD ⊗OFn ,σk OL
(xk ⊗ λk)0≤k≤n−1 7−→ (Π
−kxkΠ
k ⊗ λk)k∈Z/nZ
et l’isoge´nie (1) par
(OD ⊗OFn OL)
n −→
∏
k∈Z/nZ
OD ⊗OFn ,σk OL
(xk ⊗ λk)k 7−→ (xkΠ
k ⊗ λk)k
3.2. Notations concernant les espaces de Lubin-Tate. — Rappelons que l’on note F˘ = F̂nr
le comple´te´ de l’extension maximale non-ramifie´e de F dans une cloˆture alge´brique de celui-ci. On
fixe un isomorphisme entre Fq et le corps re´siduel de F˘ . Celui-ci induit un isomorphisme L ≃ F˘ .
Ne´anmoins on ne confondra pas toujours ces deux corps, l’un, L, e´tant un corps “abstrait”, l’autre,
F˘ , un corps plonge´ (un corps reflex).
De´finition 3.1. — Soit K un corps value´ complet (pour une valuation de rang 1 c’est a` dire a`
valeurs dans R) extension de F˘ . On appelle point a` valeurs dans K de la tour de Lubin-Tate un
triplet (H, ρ, η) a` isomorphisme pre`s ou`
– H est un O-module π-divisible formel de dimension 1 sur OK
– ρ est une quasi-isoge´nie H⊗
Fq
OK/pOK → H ⊗OK/pOK
– η : On
∼
−−→ Tp(H) est un isomorphisme de Gal(K|K)-modules, le membre de gauche e´tant
muni de l’action triviale de Galois.
On noteMLT∞ (K) cet ensemble qui est muni d’une action de D
××GLn(OF ), ou` D
× agit a` gauche
par d.ρ = ρ ◦ d−1 et GLn(OF ) a` droite par η.g = η ◦ g, et d’une donne´e de descente α vers F .
On renvoie a` la section 1.4 de [6] pour la de´finition de la donne´e de descente α. On verra bientoˆt
que cet ensemble est en fait muni d’une action de GLn(F ).
Remarque 3.2. — Dans la de´finition pre´ce´dente, la de´finition de η peut eˆtre remplace´e par : η
est un isomorphisme
η : On
∼
−−→ HomO(F/O, H)
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De´finition 3.3. — On note MLT (K)/ ∼ l’ensemble des couples (H, ρ) comme pre´ce´demment a`
isoge´nie de´formant un e´le´ment de F× pre`s i.e. (H, ρ) ∼ (H ′, ρ′)⇔ ∃f : H −→ H ′ une isoge´nie et
un x ∈ F× tels que le diagramme suivant commute
H mod π
f mod π // H ′ mod π
H⊗OK/πOK
x //
ρ
OO
H⊗OK/πOK
ρ′
OO
Cet ensemble est muni d’une action de D×.
Une de´finition e´quivalente consiste a` remplacer a` isoge´nie de´formant un e´le´ment de F× pre`s
par a` isoge´nie de´formant une puissance de π pre`s.
Une troisie`me de´finition e´quivalente consiste a` dire que (H, ρ) est e´quivalent a` (H ′, ρ′) ssi il
existe une quasi-isoge´nie f : H −→ H ′ sur Spec(OK) telle que fρ = ρ
′ i.e. ssi la quasi-isoge´nie
ρ′ρ−1 sur Spec(OK/pOK) se rele`ve en une quasi-isoge´nie sur Spec(OK).
3.3. Notations concernant les espaces de Drinfeld. —
De´finition 3.4. — Soit K un corps value´ complet extension de F˘ . On appelle point a` valeur
dans K de la tour de Drinfeld un triplet (G, ρ, η) a` isomorphisme pre`s ou`
– G est un OD-module π-divisible formel spe´cial sur Spf(OK)
– ρ est une quasi-isoge´nie OD-e´quivariante G⊗Fq OK/pOK −→ G⊗OK OK/pOK
– η : OD
∼
−−→ Tp(G) est un isomorphisme de OD-modules galoisiens.
On noteMDr∞ (K) cet ensemble muni de son action de GLn(F )×D
× ou` GLn(F ) = EndD−e´q.(G)
×
Q
agit a` gauche via g.ρ = ρ◦ g−1 et O×D agit a` droite via η.d = η ◦d
−1 ou` d−1 : OD
∼
−−→ OD est d
′ 7→
d′d−1. L’action de Π ∈ D× est de´finie par Π.(G, ρ, η) = (G/G[Π], ϕ ◦ ρ, η.Π) ou` ϕ : G։ G/G[Π]
et
OD
.Π

η
∼
// Tp(G) _
ϕ∗

OD
η.Π
∼
// Tp(G/G[Π])
Remarque 3.5. — On renvoi a` la section 1 de [7] pour la de´finition ge´ne´rale de l’action d’un
e´le´ment de D×. On notera que {(x, x) | x ∈ F×} ⊂ GLn(F )×D
× agit trivialement.
Remarque 3.6. — Dans la de´finition pre´ce´dente, la de´finition de η peut eˆtre remplace´e par : on
se donne un e´le´ment
η(1) ∈ HomO(F/O, G) \Π.HomO(F/O, G)
Remarque 3.7. — Le groupe associe´ a` l’espace de Rapoport-Zink pre´ce´dent et note´ G dans [12]
est dans notre cas (Dopp)×. Dans la de´finition pre´ce´dente on l’a identifie´ a` D× via d 7→ d−1 ce qui
explique que l’on pose d.η = η ◦ d−1 alors que la de´finition usuelle des correspondances de Hecke
est pour g ∈ G(Qp), η 7→ η ◦ g.
Remarque 3.8. — L’identification GLn(F ) = EndD−e´q(G)
×
Q se de´duit, avec les notations des
sections qui suivent, de l’identification
EndD−e´q(G)Q = EndD−e´q (D(G)Q, V ) = EndO
(
D(G)V
−1Π
Q,0
)
et d’un choix d’une base de D(G)V
−1Π
Q,0 (cf. les section suivantes).
De´finition 3.9. — Comme dans la de´finition 3.3 on note MDr(K)/ ∼ l’ensemble des couples
(G, ρ) a` isoge´nie de´formant un e´le´ment de F× pre`s. Cet ensemble est muni d’une action de GLn(F ).
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3.4. Quelques rappels sur Drinfeld classique. — Notons
NDr = D(G)Q = D ⊗F L
un isocristal relativement a` l’extension L|F . On a
NDr =
⊕
i∈Z/nZ
NDri ou` N
Dr
i = {n ∈ N | ∀x ∈ Fn ι(x).n = x
σ−in }
ou` relativement a` cette graduation deg V = degΠ = +1. On a de plus
D ⊗F L =
⊕
a∈Z/nZ
D ⊗Fn,σ−a L
=
⊕
a,b∈Z/nZ
L. ι(Πb)(ea)︸ ︷︷ ︸
ea,b
ou` ea = 1⊗ 1 ∈ D ⊗Fn,σ−1 L et ea,b = Π
b ⊗ 1. De plus, avec ces coordonne´es
V (ea,b) = ι(Π)(ea,b) = π
δb,n−1ea,b+1
et
NDri =
⊕
a+b=i
L.ea,b
L’ope´rateur
V −1Π : NDr0 −→ N
Dr
0
est de pente 0 et fait de (NDr0 , V
−1Π) un isocristal unite´ :
(NDr0 , V
−1Π) ≃ ((NDr0 )
V −1Π ⊗F L, Id⊗ σ)
(NDr)V
−1Π
0 =
⊕
a+b=0
F.ea,b ≃ F
n
Rappelons maintenant qu’il y a des bijections{
Sous isocristaux D-stables de
(NDr, ϕ)
}
∼
−−→
{
Sous F -ev. de
(NDr)V −1Π
}
N 7−→ NV
−1Π
0
ou` ϕ de´signe le Frobenius, et pour K|L une extension value´e comme dans le premier chapitre{
Filtrations D-stables de codimension n
dans NDr ⊗L K
}
∼
−−→
{
Filtrations de codimension 1 dans
(NDr0 )
V −1Π ⊗F K
}
Fil = ⊕i∈Z/nZFili 7−→ Fil0
Alors, (NDr, ϕ,Fil) est faiblement admissible ssi pour tout sous-isocristal N ⊂ NDr on a
tH(N,N ⊗L K ∩ Fil) ≤ tN (N,ϕ)
ou` tH , resp. tN , de´signe le point terminal du polygone de Hodge, resp. Newton. L’existence de
la filtration de Harder-Narashiman et sa canonicite´ sur (NDr, ϕ,Fil) impliquent que celle-ci est
D-stable si Fil l’est et qu’il suffit donc dans ce cas la` de tester la condition d’admissibilite´ faible
sur les sous-isocristaux D-stables ([12] chapitre 1). Restreignons-nous aux filtrations Fil D-stables
de codimension n. Via les deux bijections ci dessus on trouve aise´ment :{
Fil ⊂ NDr ⊗L K telles que (N
Dr, ϕ,Fil)
est faiblement admissible
}
∼
−−→
{
Fil′ ⊂ (NDr0 )
V −1Π ⊗K telles que
∀N ′ ⊂ (NDr0 )
V −1Π de dim.1 Fil′ ∩ (N ′ ⊗K) = (0)
}
la condition portant donc sur les sous-isocristauxD-stables de dimension n dans (NDr, ϕ) qui sont
parame´tre´s par Pˇ
(
(NDr0 )
V −1Π
)
(F ) ou` pour E un F -e.v. on note P(E) l’espace des filtrations de
codimension 1 de E et Pˇ(E) = P
(
Eˇ
)
l’espace des droites de E. La relation d’incidence entre P(E)
et Pˇ(E) est donne´e par : pour H ∈ Pˇ(E), H de´finit une droite D dans E et donc un hyperplan
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encore note´ H dans P(E) forme´ des filtrations contenant D. Ainsi Pˇ(E) parame`tre les hyperplans
dans P(E). On a donc{
(NDr, ϕ,Fil) faiblement admissible
Fil D-stable
}
∼
−−→ P
(
NDr0
)
(K) \
⋃
H∈Pˇ((NDr0 )V
−1Π)(F )
H(K) = Ω(K)
ou` Ω de´signe l’espace de Drinfeld vu comme espace de Berkovich.
Dit d’une autre fac¸on, Ω(K) est l’ensemble des filtrations Fil de codimension 1 dans NDr0 ⊗LK
telles que l’application suivante soit injective
(NDr0 )
V −1Π →֒ NDr0 ⊗L K/Fil
4. Description de MLT (K)/ ∼ en termes de modules filtre´s
Il s’agit ici d’e´tendre la the´orie de Fontaine des modules faiblement admissibles pour les groupes
de dimension 1 a` des corps K non force´ment de valuation discre`te.
Soit un couple (H, ρ) ou` H est un O-module π-divisible sur Spf(OK) et ρ une rigidification
avec H modulo p. L’alge`bre de Lie de la O-extension vectorielle universelle de H , M , est munie
d’une filtration Fil ⊂M telle que M/Fil ≃ ω∗H . La nature cristalline de la O-extension vectorielle
universelle induit un isomorphisme
ρ∗ : D(H)Q ⊗L K
∼
−−→M [
1
p
]
et FilH = ρ
−1
∗ (Fil[
1
p ]) ⊂ D(H)Q ⊗K est une filtration de codimension 1.
Proposition 4.1. — L’application pre´ce´dente (H, ρH) 7→ FilH induit une bijection D
×-
e´quivariante
MLT (K)/ ∼
∼
−−→ P (D(H)Q) (K)
De´monstration. C’est une conse´quence de l’existence du domaine fondamental de Gross Hopkins
et du fait que la restriction du morphisme des pe´riodes a` ce domaine est un isomorphisme d’espaces
rigides (cf. [10] et [6]).
Plus pre´cise´ment, e´tant donne´ une filtration Fil ∈ P(K) il existe un entier i tel que Πi.Fil
soit dans l’image du domaine fondamental de Gross-Hopkins. Il existe donc un couple (H, ρ) ∈
MLT (K) induisant Πi.Fil. Alors, Π−i.(H, ρ) induit Fil, d’ou` la surjectivite´ de l’application.
Pour l’injectivite´, si (H, ρ) et (H ′, ρ′) induisent la meˆme filtration alors la quasi-isoge´nie
ρ′ ◦ ρ−1 : H ⊗OK/pOK −→ H
′ ⊗OK/pOK
est telle que l’application induite
(ρ′ ◦ ρ−1)∗ : Lie(E(H)) −→ Lie(E(H
′))
ve´rifie
∃a ∈ N (ρ′ ◦ ρ−1)∗(ωHD ) ⊂ p
−aωH′D
et donc d’apre`s la the´orie de Messing l’isoge´nie
paρ′ ◦ ρ−1 : (H, ρ) −→ (H ′, ρ′) mod p
sur Spec(OK/pOK) se rele`ve en une isoge´nie : (H, ρ) ∼ (H
′, ρ′).
Remarque 4.2. — Il se peut qu’en ge´ne´ral pour des espaces de pe´riodes plus ge´ne´raux l’applica-
tion des pe´riodes ne soit pas surjectivite´ sur les K-points ! i.e. qu’un module faiblement admissible
ne provienne pas force´ment d’un groupe p-divisible sur K quelconque. Par contre le calcul des
fibres de l’application des pe´riodes (la partie injectivite´ dans la de´monstration pre´ce´dente) reste
valable en ge´ne´ral.
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5. Description de MDr(K)/ ∼ en termes de module filtre´
Soit (G, ρ) ou` G est un OD-module formel spe´cial sur Spf(OK) et ρ une rigidification avec G.
Soit M l’extension vectorielle universelle de G qui est filtre´e via Fil ⊂ M ou` M/Fil ≃ ω∗G. Il y a
une de´composition sous l’action de Fn
M =
⊕
i∈Z/nN
Mi et Fil =
⊕
i∈Z/nZ
Fili
d’ou` un e´le´ment FilG,0 = ρ
−1
∗ (Fil0) ⊂ D(G)Q,0 ⊗K, FilG,0 ∈ Ω(K).
Proposition 5.1. — L’application (G, ρ) 7→ FilG,0 induit une bijection GLn(F )-e´quivariante en-
tre MDr(K)/ ∼ et Ω(K) avec
Ω(K) = P (D(G)Q,0) (K) \
⋃
H∈Pˇ((D(G)Q,0)V=Π)(F )
H(K)
De´monstration. Cela re´sulte de ce que l’application des pe´riodes est un isomorphisme rigide
pour les espaces de Drinfeld, de l’e´galite´ Ω(K) = Ω̂(OK) ou` Ω̂ est le sche´ma formel de Drinfeld,
du the´ore`me de Drinfeld et du fait que les deux applications de pe´riodes, celle de´finie par Drinfeld
et celle de´finie dans [12], co¨ıncident.
6. Prolongement des isoge´nies
6.1. Prolongement. — SoitH un groupe p-divisible sur Spec(OK). Soit C l’ensemble des classes
d’isomorphismes de couples (H ′, f) ou` H ′ est un groupe p-divisibles sur OK et f : H
′ → H une
quasi-isoge´nie sur Spec(OK). Pour un tel couple Tp(f) : Tp(H
′) →֒ Vp(H).
Lemme 6.1. — L’application
C → { re´seaux Gal(K|K)− stables dans Vp(H) }
(H ′, f) 7→ Im Tp(f)
est une bijection.
De´monstration. C’est une conse´quence de ce que pour G un groupe fini localement libre sur
OK et I ⊂ Gη un sous-groupe fini localement libre il existe un unique prolongement I →֒ G de
l’inclusion I ⊂ Gη ou` I est un sous-groupe fini localement libre. Le groupe I est obtenu par
adhe´rence sche´matique (cf. le chapitre 2 de [13] pour le cas de valuation discre`te et le lemme qui
suit en ge´ne´ral).
Lemme 6.2. — Soit E ⊂ Kn un sous-K-espace vectoriel. Alors, E∩OnK est un OK-module libre
de rang fini facteur direct.
6.2. De´finition de l’action de GLn(F ) surM
LT
∞ (K). — On a de´finit une action de GLn(OF )
surMLT∞ (K). Utilisons le lemme pre´ce´dent pour e´tendre cette action a` GLn(F ). Soient [(H, ρ, η)] ∈
MLT∞ (K) et g ∈ GLn(F ) (les crochets signifient que l’on prend une classe d’isomorphisme de
triplets). D’apre`s le lemme pre´ce´dent au re´seau Galois-stable η(g.OnF ) dans Vp(H) correspond une
quasi-isoge´nie ϕ : H −→ H ′ sur Spec(OK) telle que ϕ
−1
∗ (Tp(H
′)) = η(g.OnF ) ou` ϕ∗ : Vp(H)
∼
−−→
Vp(H
′). On pose alors
g.[(H, ρ, η)] = [(H ′, (ϕ mod p) ◦ ρ, ϕ∗ ◦ η ◦ g)
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7. Description de MLT∞ (K) en termes de modules filtre´s rigidifie´s
De´finition 7.1. — Soit [(H, ρ)] ∈ MLT (K)/ ∼. Une rigidification du module de Tate de la
classe d’isoge´nie [(H, ρ)] est un isomorphisme de modules galoisiens
η : Fn
∼
−−→ Vp(H)
qui induit donc naturellement ∀(H ′, ρ′) ∼ (H, ρ) un isomorphisme
Fn
∼
−−→ Vp(H
′)
via l’isomorphisme canonique Vp(H)
∼
−−→ Vp(H
′) induit par le rele`vement de la quasi-isoge´nie
ρ′ρ−1 sur Spec(OK).
Proposition 7.2. — L’application naturelle
MLT∞ (K) −→ {([(H, ρ)], η) | [(H, ρ)] ∈ M
LT (K)/ ∼ et η une rigidification }
est une bijection GLn(F )×D
×-e´quivariante.
De´monstration. De´crivons l’inverse de cette application. Soit ([(H, ρ)], η) dans le membre de
droite. D’apre`s le lemme 6.1 il existe un unique (H ′, ρ′) ∼ (H, ρ) tel que
η : OnF
∼
−−→ Tp(H
′)
On associe alors a` ([(H, ρ)], η) le triplet (H ′, ρ′, η′). On ve´rifie aise´ment que ces deux applications
sont inverses l’une de l’autre.
Ainsi les fibres de l’application MLT∞ (K) −→ M
LT (K)/ ∼ sont des GLn(F )-torseurs. Soit
U ⊂ GLn(OF ) un sous-groupe compact-ouvert etM
LT
U (K) l’ensemble des K-points de l’espace de
Lubin-Tate en niveau U (que nous n’avons pas de´fini dans cet article). En fait on a la de´composition
plus pre´cise d’extensions “Galoisiennes”
MLT∞ (K)
GLn(F )

U
MLTU (K)

MLT (K)/ ∼
∼ // P(D(H))(K)
et on peut donc ainsi dire que l’espace des pe´riodes de Gross-Hopkins est le quotient de l’espace
de Lubin-Tate en niveau infini par GLn(F ).
The´ore`me 7.3. — Il y a une bijection GLn(F )×D
×-e´quivariante entre l’ensemble MLT∞ (K) et
l’ensemble des couples (Fil, ζ) ou`
Fil ∈ P (D(H)Q)(K)
ζ = (ζ1, . . . , ζn) ou`
∀i ζi ∈ HomO(F/OF ,H⊗Fp OK/pOK)[
1
p
]
sont line´airement inde´pendants sur F i.e. induisent une injection Fn →֒ HomO(F/OF ,H ⊗
OK/pOK)[
1
p ], et ∀i le morphisme induit sur l’e´valuation du cristal de Messing sur l’e´paississement
OK ։ OK/pOK , ζi∗ : K → D(H)⊗K, ve´rifie ζi∗(1) ∈ Fil.
De´monstration. Il s’agit d’une conse´quence de la proposition pre´ce´dente couple´e a` la proposition
4.1 et au crite`re de rele`vement de Messing vis a` vis de l’ide´al a` puissances divise´es engendre´ par
p. Dans cet e´nonce´, si (ei)1≤i≤n est la base canonique de F
n on a pose´
ζi = ρ
−1 ◦ (η(ei) mod p)
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7.1. Description de MLT∞ (K) en termes d’alge`bre line´aire. — Cette sous-section ne sera
pas ne´cessaire dans la suite mais donne une description purement en termes d’alge`bre line´aire de
MLT∞ (K).
The´ore`me 7.4. — Supposons F = Qp. Il y a une bijection GLn(F ) × D
×-e´quivariante entre
l’ensemble MLT∞ (K) et l’ensemble des couples (Fil, ξ) tels que
Fil ∈ P(D(H)Q)(K)
et
ξ : Fn →֒ Fil
(
D(H)Q ⊗L B
+
cris(OK)
)ϕ=p
(qui est alors automatiquement un isomorphisme)
De´monstration. Il s’agit d’une conse´quence de la proposition 7.2 couple´e a` la proposition 4.1 et
au the´ore`me A.4.
8. Description de MDr∞ (K) en termes de modules filtre´s rigidifie´s
De´finition 8.1. — Soit [(G, ρ)] ∈MDr(K)/ ∼. Une rigidification de la classe d’isoge´nie [(G, ρ)]
est un isomorphisme de D-modules galoisiens
η : D
∼
−−→ Vp(G)
qui induit donc naturellement ∀(G′, ρ′) ∼ (G, ρ) un isomorphisme
D
∼
−−→ Vp(G
′)
via l’identification Vp(G)
∼
−−→ Vp(G
′) induite par le rele`vement de ρ′ρ−1.
Remarque 8.2. — Dans la proposition pre´ce´dente la donne´e de η est e´quivalente a` celle de
ζ = η(1) ∈ HomO(F/OF , G)[
1
p ] \ {0}.
Proposition 8.3. — L’application naturelle
MDr∞ (K) −→ { ([(G, ρ)], η) | [(G, ρ)] ∈ M
Dr(K)/ ∼ et η une rigidification }
est une bijection GLn(F )×D
×-e´quivariante.
De´monstration. Elle est identique a` celle de la proposition 7.2 en utilisant le lemme 6.1.
Comme pour l’espace de Lubin-Tate il y a une description pour U ⊂ O×D un sous-groupe ouvert
MDr∞ (K)
D×

U
MDrU (K)

MDr(K)/ ∼
∼ // Ω(K)
The´ore`me 8.4. — Il y a une bijection GLn(F )×D
×-e´quivariante entre l’ensemble MDr∞ (K) et
l’ensemble des couples (Fil, ζ) ou`
Fil ∈ Ω(K) ⊂ P (D(G)Q,0) (K)
et
ζ ∈ HomO(F/OF ,G⊗OK/pOK)[
1
p
] \ {0}
est tel que si ζ∗ : K → D(G)Q ⊗K est l’application induite sur l’e´valuation du cristal de Messing
alors si
ζ∗(1) = ⊕iζ∗(1)i ∈
⊕
i∈Z/nZ
D(G)Q,i ⊗K
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on a
∀i Π−iζ∗(1)i ∈ Fil
De´monstration. C’est une conse´quence de la proposition pre´ce´dente couple´e a` la remarque 8.2
et au the´ore`me de rele`vement de Messing. Dans l’e´nonce´ on a pose´
ζ = ρ−1 ◦ (η(1) mod p)
8.1. Description de MDr∞ (K) en termes d’alge`bre line´aire. — Comme dans la section 7.1
cette section ne servira pas dans la suite.
The´ore`me 8.5. — Supposons F = Qp. Il y a une bijection GLn(F ) × D
×-e´quivariante entre
l’ensemble MDr∞ (K) et l’ensemble des couples (Fil, ξ) ou`
Fil ∈ Ω(K) ⊂ P(D(G)Q,0)(K)
et
ξ ∈ Fil(D(G)Q,0 ⊗B
+
cris(OK))
(V −1Π⊗ϕ)n=p \ {0}
9. La bijection au niveau des points
On fixe
∆ : Hn −→ G
une quasi-isoge´nie compatible a` l’action de OD comme par exemple celle de´finie dans la section 3.
On fixe un isomorphisme
D(H)V=ΠQ,0 ≃ F(2)
qui induit via ∆ un isomorphisme
D(G)V=ΠQ,0 ≃ F
n
et induit donc
D(G)Q,0 ≃ L
n
De plus, l’isomorphisme (2) induit e´galement un isomorphisme D(H)Q,0 ≃ L et
D(H)Q =
⊕
j∈Z/nZ
D(H)Q,j
∼
−−−→∑
j Π
−j
D(H)nQ,0 ≃ L
n
Le choix de l’isomorphisme (2) et de ceux qui s’en suivent n’est pas vraiment ne´cessaire a` la
de´monstration mais permet d’identifier les espaces de pe´riodes du cote´ Lubin-Tate et Drinfeld a`
des sous-espaces de Pn.
Rappelons que l’on a des extensions de corps value´s
K|F˘ |F |Qp
et un isomorphisme L ≃ F˘ .
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9.1. L’application MDr∞ (K) −→ M
LT
∞ (K). — Soit (G, ρG, ηG) ∈ M
Dr
∞ (K). Rappelons (cf.
the´ore`me 8.4) qu’on lui associe un couple (FilG, ζG) ou`
FilG ∈ Ω(K)
et
ζG ∈ HomO(F/OF ,G⊗OK/pOK)[
1
p
] \ {0}
Soit
ζG∗ : K −→ D(G)Q ⊗K
l’application induite au niveau de l’e´valuation des cristaux de Messing sur l’e´paississement OK ։
OK/pOK . Conside´rons le compose´
K
ζG∗ // D(G)Q ⊗K
∆−1
∗ // D(H)nQ ⊗K
⊕
j∈Z/nZ D(H)
n
Q,j ⊗K
1
 // (aij)1≤i≤n,j∈Z/nZ
et posons xij = Π
−jaij ∈ D(H)Q,0 ⊗K ≃ K. Soit
X = (xij)i,j ∈Mn(K)
Lemme 9.1. — L’application K-line´aire de Kn dans lui meˆme induite par X a pour image FilG.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 1.1 et la remarque 1.3 le sous-module engendre´ par l’image
de ζG∗ dans D(G)Q ⊗K est
⊕
j∈Z/nZΠ
jFilG. Il en re´sulte aussitoˆt que
K(xi0)i + · · ·+K(xin)i = FilG ⊂ K
n = D(G)Q,0 ⊗K
De´finition 9.2. — On note FilH ∈ P
n(K) l’image de tX dans Kn i.e. le sous-espace engendre´
par les lignes de X .
Via l’identification D(H)Q ⊗K ≃ K
n si
K
ζG∗ // D(G)Q ⊗K
∼ // D(H)nQ ⊗K
1
 // (αi)i
alors FilH ∈ P(D(H))(K) est l’image de l’application K
n −→ D(H)Q ⊗K de´finie par (αi)i.
La filtration FilH de´finit donc d’apre`s la proposition 4.1 un e´le´ment M
LT (K)/ ∼ dont il reste
a` de´finir la rigidification du module de Tate (cf. the´ore`me 7.3). Conside´rons le compose´
F/OF
ζG
−−−→ G⊗OK/pOK
∆−1
−−−−→ Hn ⊗OK/pOK
qui fournit des e´le´ments
(ζH,i)1≤i≤n ∈ HomO(F/OF ,H⊗OK/pOK)[
1
p
]
Pour un entier i ∈ {1, . . . , n} le morphisme induit entre cristaux de Messing e´value´s sur OK ։
OK/pOK est
(ζH,i)∗ : K
ζG∗ // D(G)Q ⊗K
∆−1
∗ // D(H)nQ ⊗K
proji // D(H)Q ⊗K
1
 // αi
et donc ∀i Im((ζH,i)∗) ⊂ FilH .
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Il reste a` voir que les (ζH,i) sont F -line´airement inde´pendants. Mais si (λi)i ∈ F
n est tel que∑
i λiζH,i = 0 alors (λi)i de´finit une forme line´aire sur F
n. Et l’e´galite´
∑
i λiζH,i implique sur
l’e´valuation des cristaux l’e´galite´
∑
i λi(aij)j = 0 et donc
∑
i λi(xij)j = 0 ce qui implique d’apre`s
le lemme 9.1 que la forme line´aire associe´e a` (λi)i s’annule sur FilG. Si (λi)i est non-nul alors FilG
est e´gal au noyau de la forme line´aire associe´e, est donc de´fini sur F et contient donc a` fortiori
une droite F -rationnelle. Donc, puisque FilG ∈ Ω(K), ∀i λi = 0.
D’apre`s le the´ore`me 7.3 on en de´duit un triplet (H, ρH , ηH) ∈M
LT
∞ (K).
9.2. L’application MLT∞ (K) −→ M
Dr
∞ (K). — Soit (H, ρH , ηH) ∈ M
LT
∞ (K). Rappelons (cf.
the´ore`me 7.3) qu’on lui associe un couple (FilH , ζH) ou`
FilH ∈ P
n(K)
et
ζH = (ζH,i)i : F
n →֒ HomO(F/OF ,H⊗OK/pOK)[
1
p
]
Soit
K
(ζH,1∗,...,ζH,n∗) // D(H)nQ ⊗K
⊕
j∈Z/nZ D(H)
n
Q,j ⊗K
1
 // (aij)i,j
l’application induite sur l´e´valuation des cristaux sur l’e´paississement OK ։ OK/pOK . Notons
xij = Π
−jaij ∈ D(H)Q,0 ⊗K ≃ K. Alors,
X = (xij)i,j ∈Mn(K)
Lemme 9.3. — L’endomorphisme K-line´aire de Kn induit par tX a pour image FilH .
De´monstration. C’est une conse´quence du the´ore`me 1.1.
De´finition 9.4. — On note FilG = Im(X) ∈ P
n(K) = P(D(G)Q,0)(K) via D(H)
n
Q,0 ≃ D(G)Q,0
induit par ∆.
Proposition 9.5. — FilG ∈ Ω(K) ⊂ P
(
D(G)V=ΠQ,0
)
(K)
De´monstration. On a
FilG = K(xi1)i + · · ·+K(xin)i
Soit (µj)j ∈ K
n tel que ∑
j
µj(xij)i ∈ F
n
Soit alors la forme F -line´aire a` valeurs dans F de´finie sur Vp(H) par
ϕ : ζH,i 7−→
∑
j
µjxij ∈ F
Elle de´finit un e´le´ment de Vp(H)
∗. D’apre`s le corollaire 2.2 dans la suite de Hodge-Tate de HD
0→ ω∗HD ⊗K → Vp(H)
∗ ⊗F K → ωH ⊗K → 0
l’application Vp(H)
∗ −→ ωH ⊗K est injective. Or
[Vp(H)
∗ ⊗F K ։ ωH ⊗K] = [kerα →֒ Vp(H)⊗F K]
∗
ou` α : Vp(H) ⊗F K −→ D(H)Q ⊗ K est l’application de matrice
t(aij)i,j . Mais ϕ| kerα = 0 par
de´finition. Donc ϕ = 0 et
∑
j µj(xij)i = 0.
On obtient donc d’apre`s la proposition 5.1 un couple (G, ρG) ∈ M
Dr(K)/ ∼. Reste a` de´finir
une rigidification de G. Conside´rons le morphisme compose´
ζG : F/OF
(ζH,1,...,ζH,n)
−−−−−−−−−−→ Hn ⊗OK/pOK
∆
−−→ G⊗OK/pOK
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On ve´rifie aussitoˆt que par de´finition de FilG le morphisme induit au niveau de l’e´valuation des
cristaux a son image contenue dans FilG. D’apre`s le the´ore`me 8.4 on obtient donc un e´le´ment
(G, ρG, ηG).
9.3. Les deux applications sont inverses l’une de l’autre. — Cela ne pose pas de proble`me.
9.4. Retrac¸age des actions. —
Proposition 9.6. — Dans la bijection entre MLT∞ (K) et M
Dr
∞ (K) si
(H, ρH , ηH) 7−→ (G, ρG, ηG)
et (g, d) ∈ GLn(F )×D
× alors
(g, d).(H, ρH , ηH) 7−→ (
tg, d−1).(G, ρG, ηG)
De´monstration. Cela ne pose aucun proble`me.
9.5. Bijection entre les points de l’espace de Berkovich associe´. — Soit K →֒ K ′ une
extension isome´trique de corps value´s complets pour une valuation de rang 1. On ve´rifie alors
aussitoˆt que le diagramme suivant est commutatif
MLT∞ (K)

∼ //MDr∞ (K)

MLT∞ (K
′)
∼ //MDr∞ (K
′)
Pour ∗ ∈ {LT ,Dr} posons
|M∗∞| =
∐
K
M∗∞(K)/ ∼
ou` pour x ∈ M∗∞(K1) et y ∈ M
∗
∞(K2) x ∼ y ssi il existe une extension value´e comme
pre´ce´demment
K1  u
((PP
PPP
P
K3
K2
)
	
66nnnnnn
telle que x et y aient meˆme image dans M∗∞(K3).
Cette classe d’e´quivalence est bien de´finie au sens ou` c’est un ensemble. Cela re´sulte de l’ex-
istence de mode`les entiers de nos espaces qui implique que l’on peut se limiter a` des corps K de
cardinalite´ borne´e. On a donc une bijection GLn(F )×D
×-e´quivariante∣∣MLT∞ ∣∣ ∼−−→ ∣∣MDr∞ ∣∣
Le choix de mode`les entiers de nos espaces permet de munir ces ensembles d’une structure d’espace
topologique localement compact et l’existence de l’isomorphisme au niveau de ces mode`les entiers
([7]) impliquera que la bijection pre´ce´dente est un home´omorphisme.
10. La matrice X
Les triplets (H, ρH , ηH) et (G, ρG, ηG) qui se correspondent ont en commun la matrice de rang
n− 1 X ∈Mn(K) ou` comme pre´ce´demment on identifie
D(H)nQ ⊗K ≃
⊕
j∈Z/nZ
D(H)nQ,j ⊗K
⊕jΠ
−j
−−−−→
∼
⊕
j∈Z/nZ
D(H)nQ,0 ⊗K ≃Mn(K)
Celle-ci ve´rifie
– Les lignes de X engendrent FilH ∈ P
n(K)
– Les colonnes de X engendrent FilG ∈ Ω(K)
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Supposons maintenant pour simplifier que F = Qp. Alors, X posse`de un rele`vement
Xcris ∈ Mn(B
+
cris(OK))
i.e. via θ : B+cris(OK) ։ OK̂ on a θ(Xcris) = X . Ce rele`vement est de´fini de manie`re similaire
a` X en e´valuant les cristaux sur Acris(OK) ։ O
K̂
/pO
K̂
au lieu de OK ։ OK/pOK (cf. les
propositions 11.1 et 11.2 de la section 11 pour plus de de´tails).
De plus,
det(Xcris) ∈ Q
×
p .t
ou` la valuation de l’e´le´ment de Q×p est lie´e aux hauteurs de ρH , ρG et ∆ (cf. la section suivante).
Si
Φ =

0 p
0 0
. . .
...
. . . p
1 0 0

est la matrice du Frobenius de D(H)Q relativement a` la base de´finie par l’isomorphisme D(H)Q,0 ≃
L et D(H)Q ≃ ⊕jD(H)Q,j
∑
j
Π−j
−−−−−→
∼
⊕jD(H)Q,0
ϕ(Xcris)
tΦ = pXcris(3)
ou` ϕ(Xcris) est obtenue en appliquant le Frobenius cristallin a` tous les e´le´ments de la matrice
Xcris. On peut montrer la proposition suivante :
Proposition 10.1. — Les espaces MLT∞ (K) et M
Dr
∞ (K) s’envoient surjectivement sur l’ensem-
ble des matrices X ∈ Mn(K) de rang n− 1 posse´dant un rele`vement Xcris a` B
+
cris de de´terminant
non-nul et ve´rifiant l’e´quation (3). De plus les fibres de cette application en X sont en bijection
avec l’ensemble des rele`vements de X de de´terminant non-nul satisfaisant a` l’e´quation (3).
Cette ensemble de matrices est muni d’une action de GLn(F ) × D
× de la fac¸on suivante :
l’isomorphisme D(H)Q ≃ L
n induit un plongement D× →֒ GLn(L). Alors
∀(g, d) ∈ GLn(F )×D
× ∀X (g, d).X = tgXd−1
Les applications pre´ce´dentes sont compatibles a` cette action.
MDr∞ (K)
%%LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
LL
L
Periodes

∼ //MLT∞ (K)
wwooo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
Periodes

{X ∈Mn(K) | rgX = n− 1 }
X 7→Im tX
yyrrr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
X 7→ImX
##F
FF
FF
FF
FF
FF
FF
FF
FF
FF
FF
Pn(K) Pn(K) Ω(K)?
_o
De´monstration. Il s’agit d’une application du the´ore`me 7.4 e´nonce´ dans l’appendice.
Remarque 10.2. — Dans la proposition pre´ce´dente on peut enlever “de de´terminant non-nul”
si l’on se restreint aux X telles que ImX ∈ Ω(K).
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Remarque 10.3. — Pour les corps locaux de caracte´ristique positive A.Genestier et V.Lafforgue
donnent une interpre´tation ge´ome´trique comme points d’un certain sche´ma formel de l’analogue
en caracte´ristique positive de l’ensemble des matrices Xcris solutions de l’e´quation pre´ce´dente. Il
n’existe pas de telle interpre´tation en caracte´ristique ze´ro.
11. L’isomorphisme conserve le degre´
Il s’agit de de´montrer que pour un choix convenable de ∆ le diagramme suivant commute
MDr∞ (K)
##H
HH
HH
HH
HH
∼ //MLT∞ (K)
{{vv
vv
vv
vv
v
Z
ou` les applications vers Z sont les applications hauteur renormalise´es des quasi-isoge´nies uni-
verselles. Cela implique en particulier que les tours de Lubin-Tate et Drinfeld classiques, les fibres
en hauteur ze´ro, sont isomorphes.
Plus pre´cise´ment, si f est une quasi-isoge´nie entre O-modules formels on note htO(h) =
ht(f)/[F : Qp]. Alors l’application M
Dr
∞ (K) −→ Z est
(G, ρG, ηG) 7−→ htO(ρG)/n
et l’application MLT∞ (K) −→ Z est
(H, ρH , ηH) 7−→ htO(ρH)
On va appliquer le the´ore`me A.8 de l’appendice. Afin de simplifier on se limite au cas F = Qp,
le cas ge´ne´ral e´tant laisse´ au lecteur.
Supposons que l’isomorphisme D(H)Q,0 ≃ L fixe´ au de´but de la section 9 provienne d’un
isomorphisme D(H)0 ≃ OL.
Proposition 11.1. — Soit (H, ρH , ηH) ∈ M
LT
∞ (K). Soit ξ : Qp/Zp −→ H
n ⊗OK/pOK associe´
a` ηH , ρH et la base canonique de Z
n
p . Soit
ξ∗ : B
+
cris −→ D(H)
n
Q ⊗L B
+
cris
le morphisme associe´ sur l’e´valuation des cristaux. Soit Xcris ∈ Mn
(
B+cris(OK)
)
la matrice as-
socie´e via
D(H)nQ ⊗L B
+
cris =
⊕
j∈Z/nZ
D(H)nQ,j ⊗L B
+
cris
⊕jΠ
−j
−−−−−→
∼
⊕
j∈Z/nZ
D(H)nQ,0 ⊗L B
+
cris
Alors det (Xcris) = λ.t ∈ Q
×
p .t et de plus
vp(λ) = −ht(ρH)−
1
2
n(n− 1)
De´monstration. Soit M0 ⊂ D(H)Q le module de Dieudonne´ de H ⊗OK k
M0 = D(ρ
−1
H ) (D(Hk))
D’apre`s le the´ore`me A.8 de l’appendice, dans l’isomorphisme
Tp(H)⊗Zp B
+
cris ≃M0 ⊗OL B
+
cris
on a
n∧
Tp(H)⊗OL = t.
n∧
M0
De plus, [M0 : D(H)] = ht(ρH). Via l’isomorphisme D(H)Q ≃ ⊕j∈Z/nZD(H)Q,0 le re´seau D(H)
s’envoit sur ⊕
j∈Z/nZ
Π−jD(H)0
L’ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD AU NIVEAU DES POINTS 23
Soit W l’image de Tp(H) dans ⊕jD(H)0 ⊗OL B
+
cris. Alors
n∧
W ⊗OL = p
−ht(ρH)−
1
2
n(n−1)t.D(H)0
D’ou` le re´sultat.
Proposition 11.2. — Soit (G, ρG, ηG) ∈ M
Dr
∞ (K). Soit ζ = ρ
−1
G ◦ ηG(1) : Qp/Zp −→ G ⊗
OK/pOK et ξ = ∆
−1 ◦ ζ : Qp/Zp −→ H
n ⊗OK/pOK . Soit Xcris la matrice associe´e comme dans
la proposition pre´ce´dente. Alors det(Xcris) = λ.t ∈ Q
×
p t et
vp(λ) = −ht(ρG)/n− ht(∆)
De´monstration. La de´monstration est identique a` celle de la proposition pre´ce´dente. On applique
le the´ore`me A.8 de l’appendice. La matrice des pe´riodes de G est n-copies de la matrice Xcris. On
en de´duit que det(Xcris)
n est donne´ par la valeur annonce´e.
Corollaire 11.3. — Si htO(∆) =
1
2n(n−1) alors la bijection entreM
LT
∞ (K) etM
Dr
∞ (K) respecte
les hauteurs normalise´es.
Corollaire 11.4. — Soit (H, ρH , ηH) ∈ M∞(K) tel que ht(ρH) = 0. Alors, le couple (G, ρG)
associe´ dans l’espace de Rapoport-Zink sas niveau est l’e´le´ment de Ω(K) ⊂ MDr(K) donne´ par
le dual de la de´composition de Hodge-Tate de H couple´ a` ηH . Plus ge´ne´ralement, soit (G, ρG) le
point de Ω(K) associe´ a` la de´composition de Hodge-Tate de H et a` ηH . Le point de M
Dr(K)
associe´ par l’isomorphisme de Faltings est alors
(G, ρG ◦Π
ht(ρH ))
12. Un point de vue diffe´rent sur la bijection
Nous allons rede´montrer la bijection pre´ce´dente d’un point de vue “dual”. En particulier, au
lieu de conside´rer des filtrations FilH ∈ P
n,FilG ∈ Ω nous conside´rerons plutoˆt les quotients
Kn ։ Kn/FilH ,K
n
։ Kn/FilG. Ce point de vue se preˆte mieux lorsque l’on travaillera sur
une base quelconque (c’est a` dire plus sur un point comme dans cet article) puisque que pour un
fibre´ vectoriel E il est plus commode de de´finir P(E) comme classifiant les quotients localement
libres de rang 1 E ։ L (en tous cas cela est plus facile a` platifier par e´clatements). En effet, dans
le cas d’une base quelconque l’approche des sections pre´ce´dentes nous conduirait a` de´finir FilH
comme sous-module engendre´ par certaines sections ce qui est moins commode. De plus la matrice
de´finissant ces sous-modules serait une section de D(H)nQ ⊗OX[
1
p ] ≃Mn(OX[
1
p ]) ou` X est l’espace
de Lubin-Tate ou de Drinfeld en niveau infini. Il faudrait donc proce´der a` de nouveaux e´clatements
afin de rendre l’espace engendre´ par les lignes et celui par les colonnes localement facteur direct
entier (cette dernie`re justification est quelque peu hypocrite puisque de toutes fac¸ons dans la
de´monstration finale on devra a` un endroit rendre entier l’application des pe´riodes). Le point de
vue qui suit permet de construire directement une application entie`re du sommet de la tour de
Lubin-Tate (resp. la tour de Drinfeld) vers le sche´ma formel de Drinfeld (resp. P̂n−1).
Commenc¸ons par faire le lien entre le point de vue pre´ce´dent et celui qui va suivre.
12.1. Identification de Kn ։ Kn/FilH avec l’application de Hodge-Tate de G
D. —
Soit (G, ρG, ηG) ∈ M
Dr
∞ (K). Rappelons qu’on a de´fini une matrice X telle que ImX = FilG et
Im tX = FilH . Tout repose sur une bidualisation, l’exactitude de la suite de Hodge-Tate ainsi que
sur un analogue de l’e´nonce´ d’alge`bre line´aire suivant : soit u : E1 → E2 une application line´aire
entre deux K-espaces vectoriels de dimension finie, il y a alors une identification canonique[
E∗1 ։ E
∗
1/Im
tu
]
≃ [keru →֒ E1]
∗
L’analogue est le suivant : pour E un D ⊗F K-module de type fini (a` gauche ou a` droite) posons
Γ(E) = HomD⊗FL(E,D(H)Q)
un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors,
∀u : E1 → E2
[
Γ(E1)։ Γ(E1)/Im
Γu
]
≃ Γ [keru →֒ E1](4)
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Notons maintenant pour W un K-e.v. Φ(W ) =W ∗ le dual usuel. Si E est un D⊗LK-module de
type fini a` gauche, resp. a` droite, alors Φ(E) est naturellement un D ⊗L K-module de type fini a`
droite, resp. a` gauche.
Il y a alors un isomorphisme naturel de bidualite´ pour E comme ci-dessus
Γ ◦ Φ(E) ≃ D(H)Q,0 ⊗L E0
ou` comme d’habitude E0 = {x ∈ E | ∀a ∈ Fn a⊗ 1.x = 1⊗ a.x }.
Lemme 12.1. — Soit l’application D ⊗F K-line´aire compose´e
u : D ⊗F K
ηG
∼
// Vp(G)⊗F K
αG // D(G)Q ⊗L K
Proce´dons aux identifications suivantes :
Γ(D ⊗F K)
∼
−−→ D(H)Q ⊗L K
f 7−→ f(1⊗ 1)
et
Γ(D(G)Q ⊗L K)
∼
−−→ HomL(D(G)Q,0,D(H)Q,0)⊗L K ≃ K
n
f 7−→ f|D(G)Q,0⊗K
via l’isomorphisme (2) et ∆. Alors
Γu : Kn −→ D(H)Q ⊗K (≃ K
n)
s’identifie a` tX et donc Im( Γu) = FilH .
De´monstration. Il suffit de retracer les diffe´rentes identifications.
Remarque 12.2. — E´tant donne´ que le module de Tate de G est trivialise´ et que detVp(G) ≃
Qp(1) on en de´duit que Qp(1) est trivialise´ et que donc l’application de Hodge-Tate de G
D est
de´finie sur K : αGD : Vp(G
D) −→ ωG ⊗K. En d’autres termes Qp(µp∞) ⊂ K.
Corollaire 12.3. — Il y a des identifications canoniques
[D(H)Q ⊗K ։ D(H)Q ⊗K/FilH ] ≃
[
(Vp(G
D)⊗F K)0
α
GD
։ ωG,0 ⊗K
]
(−1)⊗L D(H)Q,0
≃ [D(H)Q ⊗K ։ ωG,0(−1)⊗L D(H)Q,0]
ou` αGD est l’application de Hodge-Tate de G
D.
De´monstration. Soit[
E1
αG−−−→ E2
]
=
[
Vp(G) ⊗F K
αG−−−→ D(G)Q ⊗L K
]
D’apre`s le lemme pre´ce´dent
[D(H)Q ⊗K ։ D(H)Q ⊗K/FilH ] ≃
[
Γ(E1)
ΓαG
։ Γ(E1)/Im(
ΓαG)
]
qui d’apre`s l’identification (4) est isomorphe a`
Γ [kerαG →֒ E1]
Mais d’apre`s la proposition 1.4 (de´composition de Hodge-Tate) la suite
0 −→ ω∗G ⊗K(−1)
Φα
GD
(−1)
−−−−−−−−→ Vp(G)⊗F K
αG−−−→ D(G)Q ⊗L K
est exacte. Donc,
≃ Γ [kerαG →֒ E1] ≃ Γ ◦ Φ
[
Vp(G
D)⊗F K ։ ωG ⊗K
]
(−1)
≃
[(
Vp(G
D)⊗F K
)
0
(−1)։ ωG,0 ⊗K(−1)
]
⊗L D(H)Q,0
Le dernier isomorphisme dans l’e´nonce´ du corollaire provient de la rigidification η : D
∼
−−→ Vp(G)
qui induit
Γ ◦ Φ (Vp(G)⊗F K)
∼
−−→ D(H)Q ⊗K
L’ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE DRINFELD AU NIVEAU DES POINTS 25
12.2. Identification de Kn ։ Kn/FilG avec l’application de Hodge-Tate de H
D. —
Soit (H, ρH , ηH) ∈ M
LT
∞ (K). On proce`de comme dans la section pre´ce´dente. Pour E un K-espace
vectoriel posons
Ψ(E) = HomL(E,D(H)Q,0)
Lemme 12.4. — Soit l’application compose´e
v : Kn
ηH
∼
// Vp(H)⊗F K // D(H)Q ⊗L K
Proce´dons aux identifications suivantes :
Ψ(Kn) ≃ D(H)nQ,0 ⊗K ≃ D(G)Q,0 ⊗K via ∆
Ψ(D(H)Q ⊗L K) ≃ Hom(D(H)Q,D(H)Q,0)⊗K ≃ K
n
ou` la second identification utilise
D(H)Q =
⊕
j∈Z/nZ
D(H)Q,j
⊕iΠ
−i
−−−−→
∼
D(H)nQ,0 ≃ L
n
Alors Ψv : Kn −→ D(G)Q,0 ⊗K s’identifie a` la matrice X et donc Im(
Ψv) = FilG.
Corollaire 12.5. — Il y a des identifications
[D(G)Q,0 ⊗K ։ D(G)Q,0 ⊗K/FilG] ≃
[
Vp(H
D)
α
HD−−−−→ ωH ⊗K
]
(−1)⊗L D(H)Q,0
≃ [D(G)Q,0 ⊗K ։ ωH ⊗K(−1)⊗L D(H)Q,0]
De´monstration. Soit [
E1
αH−−−→ E2
]
=
[
Vp(H)⊗F K
αH−−−→ D(H)⊗L K
]
Alors
[D(G)Q,0 ⊗K ։ D(G)Q,0 ⊗K/FilG] ≃ [Ψ(E1)։ Ψ(E2)]
≃ Ψ [kerαH →֒ E1]
≃ Ψ ◦ Φ
[
Vp(H
D)⊗F K(−1)
α
HD
(−1)
−−−−−−−→ ωH ⊗K(−1)
]
≃
[
Vp(H
D)⊗F K
α
HD
։ ωH ⊗K
]
(−1)⊗L D(H)Q,0
ou` on a utilise´ l’exactitude de la suite de Hodge-Tate pour H (proposition 1.4).
12.3. L’application MDr∞ (K) −→M
LT
∞ (K). — Soit (G, ρG, ηG) ∈M
Dr
∞ (K).
12.3.1. Premie`re e´tape : on met une structure d’isocristal sur le module de Tate. — Posons
N = HomD(Vp(G),D(H)Q)
un isocristal relativement a` l’extension L|F si on le munit de ϕ : N
∼
−−→ N de´fini par ϕ.f = ϕ ◦ f .
12.3.2. Deuxie`me e´tape : la rigidification du module de Tate induit une rigidification de l’isocristal.
— L’isomorphisme de D-modules ηG : D
∼
−−→ Vp(G) induit un isomorphisme d’isocristaux
D(H)Q
∼
−−→ (N,ϕ)
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12.3.3. Troisie`me e´tape : la filtration de Hodge-Tate induit une filtration du module de Dieudonne´.
— Conside´rons l’application de Hodge-Tate de GD tordue par K(−1)
(S) =
[
Vp(G)
∗ ⊗F K
α
GD
(−1)
։ ωG ⊗K(−1)
]
=
⊕
j∈Z/nZ
[
(Vp(G)
∗ ⊗F L)j ⊗L K ։ ωG,j ⊗K(−1)
]
Tensorisons cette suite
(S) ⊗D⊗FL D(H)Q ≃ [N ⊗F L։ ωG,0(−1)⊗L D(H)Q,0]
qui fournit donc via la deuxie`me e´tape un e´le´ment
FilH ∈ P (D(H)Q) (K)
On obtient ainsi un couple [(H, ρH)] ∈ M
LT (K)/ ∼.
12.3.4. Quatrie`me e´tape : construction d’e´le´ments dans le module de Tate de H . — Construisons
un morphisme
Ψ : HomOD(G,H)[
1
p
] −→ Vp(H)
Soit
ζG ∈ Hom(F/OF ,G⊗OK/pOK)[
1
p
]
comme dans le the´ore`me 8.4. Soit f ∈ HomOD(G,H)[
1
p ]. Conside´rons
f ◦ ζG ∈ Hom(F/OF ,H⊗OK/pOK)[
1
p
]
Pour le morphisme induit sur les cristaux e´value´s sur l’e´paississement OK ։ OK/pOK
(f ◦ ζG)∗ : K −→ D(H)Q ⊗K
montrons que (f ◦ ζG)∗(1) ∈ FilH .
Via ηG : D
∼
−−→ Vp(G) le morphisme f∗ : D(G)Q ⊗K −→ D(H)Q ⊗K s’identifie a`
(Vp(G)
∗ ⊗F K)⊗D⊗L
[
D(G)Q
D(f)
−−−−→ D(H)Q
]
On doit montrer que ζG∗(1) ∈ (Vp(G)
∗ ⊗K)⊗D⊗LD(G)Q s’envoit sur ze´ro par la compose´e donne´e
par la ligne pointille´es diagonale dans le diagramme suivant
(Vp(G)
∗ ⊗K)
α
GD
(−1)

⊗D⊗L[D(G)Q
D(f)//
Id
 !!
B
B
B
B
B
B D(H)Q]
Id

ωG ⊗K(−1) ⊗D⊗L[D(G)Q
D(f) // D(H)Q]
Il re´sulte de ce diagramme qu’il suffit de ve´rifier que l’image de ζG∗(1) par l’application
αGD (−1)⊗ Id : (Vp(G)
∗ ⊗K)⊗D⊗L D(G)Q −→ ωG ⊗K(−1)⊗D⊗L D(G)Q
est nulle. Mais si ι : ω˜GD ⊗K →֒ D(G)Q ⊗K et
tαG : ω˜
∗
GD ⊗K −→ Vp(G)
∗ ⊗K est l’application
de gauche dans la suite de Hodge Tate de GD tordue par K(−1), tαG ∈ Vp(G)
∗⊗K ⊗ωGD , alors
ζG∗(1) = (Id⊗ ι)
(
tαG
)
Le re´sultat se de´duit donc du fait que dans la suite de Hodge-Tate de GD la compose´e des deux
applications est nulle : tαG ◦ αGD (−1) = 0. On a donc bien de´fini l’application Ψ.
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12.3.5. Sixie`me e´tape : l’application ψ est un isomorphisme. — Il suffit de de´montrer qu’elle est
injective. Soit donc f tel que ψ(f) = 0. On ve´rifie alors sur l’e´valuation des cristaux que cela
implique que pour D(f) : D(G)Q −→ D(H)Q
D(f)|ω˜
GD
⊗K = 0
Mais
D(f) ∈ HomD,ϕ (D(G)Q,D(H)Q)
∼ // Hom
(
D(G)V=ΠQ,0 ,D(H)
V=Π
Q,0
)
h
 // h|D(G)V=Π
Q,0
or [
D(G)V=ΠQ,0 ⊗K ։ D(G)Q,0 ⊗K/ω˜GD,0 ⊗K
]
∈ Ω(K) ⊂ P
(
D(G)V=ΠQ,0
)
(K)
Donc, D(f)|ω
GD
⊗K = 0⇒ D(f) = 0 et donc f = 0.
La quasi-isoge´nie ∆ induit un isomorphisme
Fn
∼
−−→ HomOD(G,H)[
1
p
]
et on obtient donc une rigidification ηH de [(H, ρH)] ce qui de´termine le triplet (H, ρH , ηH) d’apre`s
le the´ore`me 7.3.
12.4. L’application MLT∞ (K) −→M
Dr
∞ (K). — Soit maintenant (H, ρH , ηH) ∈ M
LT
∞ (K).
12.4.1. Premie`re e´tape : On met une structure d’isocristal sur le module de Tate. — Soit
N = HomF (Vp(H),D(H)Q)
qui est muni d’une structure d’isocristal en posant ϕ.f = ϕ ◦ f . Notons que cet isocristal est muni
d’une action de D puisque c’est le cas de D(H)Q.
12.4.1.1. Deuxie`me e´tape : ηH rigidifie l’isocristal. — L’isomorphisme ηH : F
n ∼−−→ Vp(H) couple´
a` la quasi-isoge´nie ∆ induit un isomorphisme d’isocristaux munis d’une action de D
D(G)Q ≃ D(H)
n
Q
∼
−−→ N
12.4.2. Troisie`me e´tape : la filtration de Hodge-Tate induit une du module de Dieudonne´. —
Conside´rons l’application de Hodge-Tate de HD tordue par K(−1)
(T ) = [Vp(H)
∗ ⊗K ։ ωH ⊗K(−1)]
Apre`s application de −⊗F D(H)Q on obtient via la deuxie`me partie une filtration D-invariante
(T )⊗L D(H)Q ≃ [D(G)Q ⊗K ։ ωH ⊗K(−1)⊗ D(H)Q]
La partie “indice ze´ro” de cette application est obtenue par
(T )⊗L D(H)Q,0 ≃ [D(G)Q,0 ⊗K ։ ωH ⊗K(−1)⊗ D(H)Q,0]
qui de´finit FilG ∈ P(D(G)Q,0)(K). La quasi-isoge´nie ∆ couple´e a` ηH induit un isomorphisme
Vp(H)
∗ ⊗F D(H)
V −1Π
Q,0
∼
−−→ D(G)V
−1Π
Q,0
D’apre`s le corollaire 2.2 (T ) ∈ Ω(K) ⊂ P(Vp(H)
∗)(K). Donc
FilG ∈ Ω(K) ⊂ P
(
D(G)V
−1Π
Q,0
)
(K)
On obtient donc ainsi un couple [(G, ρG)] ∈ M
Dr
∞ (K)/ ∼.
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12.4.3. Quatrie`me e´tape : Construction d’e´le´ments dans le module de Tate de G. — A la rigidi-
fication ηH : F
n ∼−−→ Vp(H) est associe´e un e´le´ment
ξ ∈ Hom(F/OF ,H
n ⊗OK/pOK)[
1
p
]
qui compose´ avec ∆ fournit ζG ∈ Hom(F/OF ,G ⊗ OK/pOK)[
1
p ]. Il s’agit de montrer que sur
l’e´valuation des cristaux
ζG∗(1) ∈
⊕
j∈Z/nZ
ΠjFilG ⊂ D(G)Q ⊗K
Pour cela il suffit de ve´rifier que
ξ∗(1) ∈ ker
[
D(H)nQ ⊗K
ηH
≃ Vp(H)
∗ ⊗K ⊗ D(H)Q ։ ωH ⊗K(−1)⊗ D(H)Q
]
Or cela re´sulte de ce que ξ∗(1) ∈ Vp(H)
∗ ⊗K ⊗ D(H)Q est donne´ par
Vp(H)
αH−−−→ D(H)Q ⊗K
et de ce que αHD (−1) ◦ αH = 0 dans la suite de Hodge-Tate de H
D. Donc, ζG de´finit un e´le´ment
de Vp(G).
12.4.3.1. Cinquie`me e´tape : Rigidification. — Il suffit de montrer que ζG est non-nul mais cela
est clair. On obtient donc d’apre`s le the´ore`me 8.4 un triplet (G, ρG, ηG) ∈ M
Dr
∞ (K).
12.5. Les deux applications sont inverses l’une de l’autre. — Cela est moins clair que
dans la premie`re description de l’isomorphisme.
Partons de (G, ρG, ηG) ∈ M
Dr
∞ (K) et soit (H, ρH , ηH) ∈ M∞(K) le triplet associe´. Soit
(G′, ρG′ , ηG′) ∈M
Dr
∞ (K) le triplet associe´ a` (H, ρH , ηH). Rappelons que la filtration de D(G)Q⊗K
de´finissant (G′, ρG′) ∈ M
Dr(K)/ ∼ s’identifie a`
[Vp(H)
∗ ⊗K ։ ωH ⊗K(−1)]⊗L D(H)Q
via
Vp(H)
∗ ⊗ D(H)Q
∼
−−−→
via ηH
D(H)nQ
D(∆)
−−−−→ D(G)Q
Rappelons que l’on a un isomorphisme
HomOD(G,H)
∼
−−→ Vp(H)
et qu’alors l’identification ci-dessus se re´sume a`
D(G)Q
∼ // HomF
(
HomOD (G,H)[
1
p ],D(H)Q
)
Vp(H)
∗ ⊗ D(H)Q
∼oo
x  // [f 7−→ D(f)(x)]
D’apre`s l’exactitude de la suite de Hodge-Tate de HD
ker (Vp(H)
∗ ⊗K ։ ωG ⊗K(−1))⊗LD(H)Q = { h : Vp(H)⊗K −→ D(H)Q⊗K | αH(x) = 0⇒ h(x) = 0 }
Mais via l’identification HomOD(G,H)[
1
p ] ≃ Vp(H) l’application αH est
f 7−→ (D(f)⊗ Id) (ζG∗(1))
ou` D(f)⊗ Id : D(G) ⊗K −→ D(H)⊗K, ζG = ρG ◦ ηG(1) et ζG∗ est l’application induite sur les
cristaux. On en de´duit que la filtration de´finissant (G′, ρG′) sur D(G)Q ⊗K est
{ x ∈ D(G)Q⊗K | ∀f ∈ HomD,ϕ (D(G)Q,D(H)Q) (f⊗Id)(ζG∗(1)) = 0⇒ (f⊗Id)(x) = 0 } =
(
Im(αG)
⊥
)⊥
qui est donc e´gal a` ImαG qui par surjectivite´ de l’application de Hodge-Tate de G est la filtration
de´finissant G. Donc (G′, ρG′) = (G, ρG).
Il est maintenant aise´ de ve´rifier que les rigidifications des modules de Tate de G′ et G co¨ınci-
dent puisqu’il suffit de ve´rifier qu’elles co¨ıncident modulo p, dans Hom(F/OF ,G ⊗ OK/pOK) ce
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qui est imme´diat. Donc (G′, ρG′ , ηG′) = (G, ρG, ηG).
On ve´rifie de la meˆme fac¸on que l’application compose´e
MLT∞ (K) −→M
Dr
∞ (K) −→M
LT
∞ (K)
est l’identite´.
Appendice A
The´ore`mes de comparaison entiers relatifs pour les groupes p-divisibles d’apre`s
Faltings
Dans cet appendice on explique les re´sultats auxquels on peut parvenir a` partir des me´thodes
de [3] pour les pe´riodes cristallines et de Hodge-Tate des groupes p-divisibles sur les anneaux
d’entiers de corps non-archime´diens. Les de´monstrations seront donne´es dans [8].
A.1. Groupes p-divisibles sur les anneaux d’entiers de corps non-archime´diens. —
Soit K|Qp un corps value´ complet pour une valuation de rang 1, c’est a` dire a` valeurs dans R,
e´tendant celle de Qp. On note OK son anneau des entiers et k son corps re´siduel. Fixons OK0 ⊂ OK
un anneau de Cohen. On a des extensions value´es K|K0|Qp . Le choix de l’anneau de Cohen fixe
en particulier une section ǫ du morphisme OK/pOK ։ k. Si k est parfait OK0 ≃W (k).
Par de´finition un groupe p-divisible sur Spf(OK) est un syste`me compatible de groupes p-
divisibles sur les (Spec(OK/p
nOK))n≥1 (cf. le de´but de la section 1 de [6]).
Lemme A.1. — Soit G un groupe p-divisible sur Spf(OK). Son e´quivalents :
– G⊗OK OK/pOK est isoge´ne a` un groupe constant H sur k :
G⊗OK OK/pOK ∼ H ⊗k,ǫ OK/pOK
– Il existe un nombre re´el λ ≥ 1 et H ′ un groupe p-divisible sur k tels que si mK,λ = {x ∈
K | vp(x) ≥ λ } alors
G⊗OK/mK,λ ≃ H
′ ⊗k,ǫ OK/mK,λ
– Soit R ≃ OK0 [[xi]]i∈I l’anneau universel des de´formations du groupe G ⊗ k sur des OK0-
alge`bres locales comple`tes et Guniv la de´formation universelle. Il existe un morphisme
x : Spf(OK) −→ Spf(R)
i.e. x ∈ Spf(R)an(K) ou` an de´signe la fibre ge´ne´rique au sens des espaces de Berkovich, tel
que G ≃ x∗Guniv
De´monstration. — Elle ne pose pas de proble`me.
On remarquera que si les conditions du lemme pre´ce´dent sont ve´rifie´es alors ne´cessairement
H ′ ≃ Gk et on peut choisir H = Gk.
De´finition A.2. — Un groupe p-divisible satisfaisant les conditions e´quivalentes du lemme
pre´ce´dent sera dit isotrivial mod p.
Remarque A.3. — En utilisant des morphismes non-continus OK0 [[xi]]i∈I −→ OCp on peut
construire des groupes p-divisibles non-isotriviaux mod p sur OCp .
A.2. The´ore`mes de comparaison. — On reprend les notations de la section pre´ce´dente. On
fixe un rele`vement de Frobenius σ : OK0 → OK0 . Soit G un groupe p-divisible sur Spf(OK). On
note M l’alge`bre de Lie de l’extension vectorielle universelle de G. Celle-ci est filtre´e :
0 −→ ωGD −→M −→ ω
∗
G −→ 0
On note FilM = ωGD . On note E le cristal de Messing (covariant) de G ⊗ OK/pOK sur le gros
site cristallin nilpotent de [1]
NCRIS(Spec(OK/pOK)/Spec(OK0))
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ou` Spec(OK0) −→ Spec(OK/pOK) est de´fini via la section ǫ, et
M0 = EOK0։k
le module de Dieudonne´ “classique” de G⊗k si k est parfait. Il est muni d’une application σ-line´aire
ϕ :M0 −→M0 associe´e au rele`vement de Frobenius σ.
Rappelons ([8]) que l’on dispose d’une OK0-alge`bre Acris(OK) augmente´e via θ : Acris(OK)։
O
K̂
. On note ϕ le Frobenius cristallin sur Acris.
L’e´valuation
E = EAcris։O
K̂
est un Acris-module libre muni d’un morphisme ϕ-line´aire ϕ : E −→ E tel que
E ⊗θ O
K̂
≃M ⊗OK ⊗OK̂
ce qui permet de filtrer E via FilE = θ−1(FilM⊗O
K̂
). On a donc un ϕ-module filtre´ (E,ϕ,FilE).
The´ore`me A.4 ([8]). — Il y a un isomorphisme naturel Gal(K|K)-e´quivariant
Tp(G)
∼
−−→ (Fil E)ϕ=p
The´ore`me A.5 ([8]). — Il y a deux inclusions naturelles strictement compatibles aux filtrations
et a` l’action de Galois
tE ⊂ Tp(G)⊗Zp Acris ⊂ E
Elles sont compatibles aux Frobenius cristallins lorsque l’on munit Tp(G)⊗Acris de p⊗ ϕ.
Remarque A.6. — Dans le the´ore`me pre´ce´dent la filtration est indexe´e de la fac¸on suivante
Fil i (Tp(G) ⊗Acris) = Tp(G)⊗ Fil
iAcris
∀i ≤ −1 Fil iE = E
Fil 0E = θ−1(FilM ⊗O
K̂
)
∀i ≥ 1 Fil iE = Fil iAcris.Fil
0
Lorsque le groupe p-divisible G est isotrivial mod p son isocristal est engendre´ par ses section
horizontales. On en de´duit le the´ore`me suivant.
The´ore`me A.7. — Supposons de plus que G est isotrivial mod p. Il y a alors des isomorphismes
M0[
1
p
]⊗K0 K ≃M [
1
p
]
et
E[
1
p
] ≃M0[
1
p
]⊗K0 B
+
cris
comme ϕ-modules ou` B+cris = Acris[
1
p ].
Il y a donc des inclusions strictement compatibles aux filtrations
tM0[
1
p
]⊗K0 B
+
cris ⊂ Vp(G)⊗Qp B
+
cris ⊂M0[
1
p
]⊗K0 B
+
cris
un isomorphisme
M0[
1
p
]⊗K0 Bcris ≃ Vp(G)⊗Qp Bcris
avec Bcris = B
+
cris[
1
p ] et un autre isomorphisme
Vp(G)
∼
−−→ Fil
(
M0[
1
p
]⊗K0 B
+
cris
)ϕ=p
ou` sur M0 ⊗ B
+
cris, ϕ = ϕ ⊗ ϕ et Fil est la filtration associe´e a` celle de M [
1
p ] via l’isomorphisme
M0[
1
p ]⊗K0 K ≃M [
1
p ] et θ.
A.3. Le de´terminant des pe´riodes divise´ par 2iπ est une unite´ p-adique. —
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A.3.1. E´nonce´ et de´vissage au cas C.M.. — Soit K comme pre´ce´demment et supposons de plus
que son corps re´siduel est alge´briquement clos (ce que l’on peut toujours re´aliser quitte a` e´tendre
les scalaires). Soit G un groupe p-divisible modulaire sur Spf(OK) de dimension d et hauteur h.
L’isomorphisme de Bcris-modules
Vp(G)⊗Qp Bcris
∼
−−→M0[
1
p
]⊗K0 Bcris
du the´ore`me A.7 induit un isomorphisme ϕ-e´quivariant
α : detVp(G)⊗Qp Bcris
∼
−−→ (detM0)[
1
p
]⊗K0 Bcris
Plus pre´cise´ment, il y a une inclusion de B+cris-modules compatible aux filtrations et Frobenius
u : Tp(G) ⊗B
+
cris →֒M0 ⊗OK0 B
+
cris
de conoyau annule´ par t, d’ou` une inclusion
detu : detTp(G)⊗Zp B
+
cris →֒ (detM0)⊗OK0 B
+
cris
Via l’application de re´duction modulo Fil1B+cris et l’identification M0 ⊗OK0 K̂ ≃ M ⊗OK K̂ (ou`
M = LieE(G)) (
M0 ⊗OK0 B
+
cris
)
/Fil1B+cris.
(
M0 ⊗OK0 B
+
cris
)
≃M ⊗OK K̂
et Fil
(
M0 ⊗B
+
cris
)
est l’image re´ciproque de FilM ⊗ K̂ (ou` FilM = ωGD). Il existe donc d’apre`s
le lemme de Nakayama une base (e1, . . . , en) du B
+
cris-module M0 ⊗B
+
cris telle que
Fil
(
M0 ⊗OK0 B
+
cris
)
= B+crise1 ⊕ · · · ⊕B
+
crisen−d−1 ⊕ Fil
1B+crisen−d ⊕ . . .Fil
1B+crisen
L’image de u est incluse dans Fil
(
M0 ⊗B
+
cris
)
. On en de´duit que
det u : detTp(G) ⊗B
+
cris →֒ detM0 ⊗OK0 Fil
dB+cris
qui de´finit donc un e´le´ment
β ∈
(
detTp(G)
−1 ⊗Zp detM0 ⊗OK0 Fil
dB+cris
)ϕ=Id
ou` rappelons que ϕ agit par la multiplication par p sur Tp(G) (cf. the´ore`me A.5). Mais le corps
re´siduel de K e´tant alge´briquement clos
(detM0, detϕ) ≃ (OK0 , p
h−dσ)
Donc,
β ∈ det(Tp(G))
−1 ⊗Zp (det(M0))
ϕ=ph−d ⊗Zp
(
FildB+cris
)ϕ=pd
Mais puisque (cf. [8]) (
FildB+cris
)ϕ=pd
= Qp.t
d
Donc
β ∈ (detTp(G))
−1
⊗ (detM0)
ϕ=ph−d
⊗Qp.t
d
Les structures entie`res detTp(G) ≃ Zp, detM0 ≃ OK0 induisent une Zp-structure sur Qpt
d.
L’e´le´ment β fournit donc un e´le´ment de Q×p /Z
×
p .t
d
Proposition A.8 (Faltings). — L’e´le´ment β est entier : β ∈ Z×p .t
d.
De´monstration. Le groupe G e´tant modulaire on peut le mettre en famille : pour un morphisme
x : Spf(OK)→ Spf(OK0 [[xi]]1≤i≤d(h−d)), G = x
∗Guniv ou` Guniv de´signe la de´formation universelle
de la fibre spe´ciale de G. Il existe de plus un rationnel α ∈ Q>0 tel que ∀i vp(x
∗(xi)) ≥ α. Le
morphisme x se factorise donc en
x : Spf(OK) −→ C −→ Spf(OK0 [[xi]]i)
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ou` C = Spf(R) est un mode`le formel p-adique normal sans p-torsion sur Spf(OK0) de la boule rigide
forme´e des e´le´ments de valuation supe´rieure ou e´gale a` α. Il y a donc un morphisme de spe´cialisation
Acris(R) ։ Acris(OK). Sur Spec(R/pR) le groupes H ⊗ R/pR est isoge´ne au groupe de´finissant
l’espace des de´formations. Donc, si H de´signe le groupe p-divisible restriction de Guniv a` C il y a
un isomorphisme de comparaison
Vp(H)⊗Qp Bcris(R)
∼
−−→M0[
1
p
]⊗K0 Bcris(R)
(cf. [8]). On obtient comme pre´ce´demment un e´le´ment
β′ ∈
(
(detTp(H))
−1 ⊗Zp detM0 ⊗OK0 Fil
dB+cris(R)
)ϕ=Id
≃ Qpt
d
ou` la dernie`re e´galite´ re´sulte de [8]. Et bien suˆr, via Acris(R)։ Acris(OK), β
′ 7→ β.
L’e´nonce´ du the´ore`me est donc invariant par transport paralle`le : on peut transporter β par-
alle`lement en n’importe quel point du disque unite´ Spf(OK0 [[xi]]i)
an (quitte a` agrandir le rayon de
la boule). Le mieux est de choisir un point pour lequel la matrice des pe´riodes est diagonalisable.
On peut par exemple prendre un point C.M. ayant multiplication complexe par Zph ou` h est la
hauteur de G. En effet, l’action de Zph permet de diagonaliser la matrice des pe´riodes si l’on prend
des bases de vecteurs propres pour cette action. Le re´sultat est de´montre´ dans la section suivante
dans ce cas particulier.
A.3.2. E´tude des pe´riodes entie`res des groupes p-divisibles ayant multiplication complexe par un
ordre maximal non-ramifie´. — Nous e´tudions ici les pe´riodes des groupes p-divisible C.M. les plus
simples, ceux ayant multiplication complexe par l’anneau des entiers d’une extension non-ramifie´e
de Qp. Soit donc G un groupe p-divisible de hauteur h et dimension d sur Zph muni d’une action
ι : Zph → End(G). On pourra par exemple prendre lorsque d = 1 le groupe formel d’exponentielle
f(T ) =
∑
n≥0
T p
nh
pn
qui est bien muni d’une action de Zph puisque ∀ζ ∈ µph−1 f(ζT ) = ζf(T ) ou n’importe quel
groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 pour l’extension Qph .
Notons
χ : Gal(Qp|Qph) −→ Z
×
ph
le caracte`re de Lubin-Tate. Notons σ ∈ Gal(Qph |Qp) le Frobenius et ∀i χ
σi = σi ◦ χ. Il re´sulte
de la classification des repre´sentations cristallines abeliennes (Fontaine, cf. [14]) qu’il existe des
entiers ai, 0 ≤ ai ≤ d tels que
Vp(G) =
h−1∏
i=0
χaiσ
i
ou`
∑
i ai = d et ai = rgZph
Lie(G)i avec
LieG =
⊕
i∈Z/hZ
Lie(G)i
ι(Zph ) agissant sur Lie(G)i via σ
i.
Conside´rons l’application de comparaison
Tp(G)⊗Zp Acris(Zph) →֒M0 ⊗Zph Acris(Zph)
ou` M0 est le module de Dieudonne´ de la fibre spe´ciale de G. L’action ι permet de de´composer
Tp(G)⊗Zp Acris(Zph ) =
⊕
i∈Z/hZ
(
Tp(G)⊗Zp Acris(Zph)
)
i
M0 =
⊕
i∈Z/hZ
M0,i
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ou` ι(Zph ) agit sur la composante indexe´e par i via σ
i. La naturalite´ du morphisme de comparaison
implique que celui-ci est somme directe de morphismes(
Tp(G)⊗Zp Acris(Zph )
)
i
→֒M0,i ⊗Z
ph
Acris(Zph )
Apre`s choix d’une base de Tp(G) et M0,i comme Zph -modules ce morphisme est donne´e par la
multiplication par un e´le´ment xi ∈ Acris bien de´fini modulo Z
×
ph
. D’apre`s la compatibilite´ stricte
aux filtrations du morphisme de comparaison si ai = 0, xi /∈ Fil
1Acris et xi ∈ Fil
1Acris sinon.
Notons alors yi ∈ OCp l’image de xi dans Gr
0Acris, resp. Gr
1Acris.
Proposition A.9. — Supposons d = 1 et soit i0 l’unique indice tel que ai0 6= 0. Alors,
∀i < i0 v(yi) =
ph+i−i0
ph − 1
∀i ≥ i0 v(yi) =
pi−i0
ph − 1
De´monstration. La compatibilite´ du morphisme de comparaison a` l’action de Gal(Qp|Qph) est
e´quivalente a` ce que
∀τ ∈ GQ
ph
xτi = χG(τ)
σixi
ou` χG de´signe le caracte`re galoisien associe´ a` Vp(G). Puisque d = 1, χG = χ
σi0 . Conside´rons
maintenant le lemme suivant :
Lemme A.10. — Soit z ∈ OCp tel que ∀τ ∈ Gal(Qp|Qph) z
τ = χ(τ)σ
i
z. Alors,
∃j ∈ N v(z) ∈
pi
pjh(ph − 1)
+ Z
De´monstration. Pour λ ∈ Q notons OCp,≥λ, resp. OCp,>λ, les e´le´ments de valuations supe´rieure
a` λ, resp. strictement supe´rieure a` λ. Notons q = ph. De´crivons l’action de Gal(Qp|Qph) sur
OCp,≥λ/OCp,>λ ≃ Fp. Fixons p
λ ∈ Qp un e´le´ment tel que si λ =
r
s avec r ∧ s = 1 on ait
(pλ)s = pr. Soit τ0 ∈ Gal(Qp|Qph(p
λ)) un rele`vement du Frobenius x 7→ xp
h
. L’inertie IQ
ph
agit
sur OCp,≥λ/OCp,>λ via le caracte`re mode´re´
τ 7→
τ(pλ)
pλ
mod OCp,>λ ∈ Fp
×
E´crivons z = upλ ou` u ∈ O×Cp . Alors, modulo OCp,>λ
∀τ ∈ IQ
ph
∀k ∈ Z
τk0 τ(z)
z
≡
τk0 (u)
u
.
τk0 τ(p
λ)
pλ
car
τ(u)
u
≡ 1
≡ uq
k−1
(
τ(pλ)
pλ
)qk
car τ0(p
λ) = pλ
Quant au caracte`re χ il ve´rifie la congruence
∀τ ′ ∈ Gal(Qp|Qph) χ(τ
′) ≡
τ ′(p
1
q−1 )
p
1
q−1
∈ µq−1
L’hypothe`se du lemme implique que
∀k ∈ Z ∀τ ∈ IQ
ph
uq
k−1 τ(p
qkλ− p
i
q−1 )
pq
kλ− p
i
q−1
≡ 1
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ce qui implique d’abord avec τ = Id que u¯ ∈ Fq
× et que l’on peut donc supposer que u = 1 dans
la congruence ci-dessus. De plus, pour µ ∈ Q, le caracte`re mode´re´
IQ
ph
−→ Fp
×
τ 7−→
τ(pµ)
pµ
est trivial ssi µ ∈ Z[ 1p ]. Donc, ∀k ∈ Z q
kλ− p
i
q−1 ∈ Z[
1
q ] ce qui implique facilement le lemme.
Il re´sulte du lemme pre´ce´dent que
∀i > i0 ∃j ∈ N vp(yi) ∈
pi−i0
qj(q − 1)
+ Z
et ∀i < i0 ∃j ∈ N vp(yi) ∈
ph+i−i0
qj(q − 1)
+ Z
Quant a` yi0 , e´tant donne´ que dans Gr
1Acris t se transforme via NQ
ph
/Qp ◦ χ et que v(t) =
1
p−1 ,
∃j ∈ N vp(yi0) ∈
1
qj(q − 1)
+ Z
Le morphisme de comparaison posse`de un quasi-inverse tel qu’avec composition avec celui-ci on
obtienne la multiplication par t qui est de valuation 1/(p− 1). On en de´duit que
∀i ≤ i0 0 ≤ v(yi) ≤
pi−i0
q − 1
∀i < i0 0 ≤ v(yi) ≤
ph+i−i0
q − 1
Remarquons maintenant que ∏
i
xi = βt
ou` β ∈ Zp, et
v(β) +
1
p− 1
=
∑
i
vp(yi) ≤
1
p− 1
et donc v(β) = 0 i.e. β ∈ Z×p et les valuations des yi sont celle annonce´es.
Il re´sulte donc de la de´monstration de la proposition pre´ce´dente que
Corollaire A.11. — L’e´nonce´ du the´ore`me A.8 est vrai dans le cas de dimension 1 et de mul-
tiplication complexe par Zph ·
Attaquons maintenant le cas de dimension d quelconque. Commenc¸ons par remarquer qu’il
re´sulte de l’e´tude du cas de dimension 1 et du the´ore`me de Tate, H0(GQ
ph
,Cp) = Qph , que
Corollaire A.12. — Pour tout entier i compris entre 0 et h− 1,
H0(GQ
ph
,Cp(χ
−σi)) = Qph .zi
ou` zi ∈ Cp est un e´le´ment de valuation
pi
ph − 1
.
Il en re´sulte que l’on a une majoration des valuations des e´le´ments yi (les pe´riodes partielles).
Sachant que
∏
i yi = β on en de´duit le re´sultat facilement.
On renvoie e´galement a` l’article [2].
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